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1 Einleitung

1.1 Hyperbolische Erhaltungsgleichungen

Das zentrale Thema dieser Vorlesung sind hyperbolische Systeme von Erhal-
tungsgleichungen. Diese werden eingesetzt, um viele verschiedene Phénomene
zu beschreiben. In manchen Féllen entstehen sie durch Ndherungen, wo dissipa-
tive Effekte vernachlissigt werden. Der Vorteil ist, dafl die Modelle ohne Dissi-
pation wesentlich einfacher sind. Der Nachteil ist, dal man durch die Ndherung
gewisse Informationen verliert und es ist wichtig zu verstehen, unter welchen
Bedingungen man trotzdem ein hinreichend gutes Modell der gegebenen Situa-
tion bekommt. Im folgenden wird versucht, so weit wie moglich mit den hyper-
bolischen Modellen zu arbeiten, aber es wird trotzdem notwendig sein, einige
Aspekte der entsprechenden dissipativen Modelle zu studieren. Dazu wird die
Theorie von parabolischen Gleichungen bendétigt.

In der Theorie der hyperbolischen Erhaltungsgleichungen spielt die Hydro-
dynamik eine grosse Rolle. Auf der einen Seite liegen viele Anwendungen der
Theorie in diesem Bereich. Auf der anderen Seite sind viele Aspekte der mathe-
matischen Theorie dieser Gleichungen in Zusammenhang mit der Hydrodyna-
mik entwickelt worden. Aus diesem Grund werden die Euler-Gleichungen und
ihr dissipatives Gegenstiick, die Navier-Stokes-Gleichungen, im folgenden einen
zentralen Platz einnehmen.

Jetzt werden wir die Grundbegriffe der Theorie einfiihren.

Definition Ein System von Erhaltungsgleichungen ist ein System von partiellen
Differentialgleichungen der Form:

Opu+ Y 0;(F'(u) =0 (1)

i=1

Hier ist u eine Abbildung von einer offenen Teilmenge von R x R™ nach R¥ und
F* Abbildungen von einer offenen Teilmenge G des R* nach R¥. Eine globale
Annahme in dieser Vorlesung, sofern das Gegenteil nicht explizit gesagt wird,
ist dafl die Koeffizienten der Gleichungen, also in diesem Fall die Abbildungen
F glatt (C°°) sind. Im folgenden bezeichnet ¢ normalerweise eine reelle Zahl
(Zeit) und x einen Punkt des R™ (rdumlichen Punkt). Ein Punkt des Raumes



wo die Losungen des Systems ihre Werte annimmt, wird mit u bezeichnet. Die
Losung selbst wird mit (¢, z) oder auch manchmal mit u bezeichnet. Sei A’ die
Ableitung von F* nach u. Das System (1) kann mit Hilfe der Kettenregel in der
alternativen Form

Opu+ A (u)0u = 0 (2)

geschrieben werden. Hier wird die Summationskonvention benutzt. So lange
es sich um klassische Losungen handelt, d.h. um Lésungen wu(¢,x), die stetig
differenzierbar sind, sind (1) und (2) #dquivalent. Sobald aber Losungen mit
weniger Regularitit betrachtet werden, ist dies nicht mehr der Fall. Wir werden
sehen, daf} die Betrachtung unstetiger Losungen nicht zu vermeiden ist.

Bei glatten Losungen gibt es auch die Moglichkeit, u als Unbekannte durch
v = ®(u) mit einer glatten Abbildung ® zu ersetzen. Wir nehmen an, dal ® eine
glatte inverse Abbildung W besitzt, so dal u = ¥(v). Die Funktion v erfiillt die
Gleichung dyv 4+ A (v)d;v = 0, mit A%(v) = (D¥(v))" A (¥ (v))D¥(v). Diese
Transformation der Unbekannten fithrt zu einer Ahnlichkeitstransformation der
Matrizen A*(u).

Eine Verallgemeinerung des Systems (1) ist das System von Bilanzgleichun-
gen

Orut Y 0y(F (u) = Q(u) (3)

i=1

Auch dieses System hat natiirlich eine Formulierung analog zu (2), die fiir klas-
sische Losungen mit dem urspriinglichen System &quivalent ist. Viele Begriffe,
die fiir Erhaltungsgleichungen niitzlich sind, kénnen auch fiir Bilanzgleichungen
eingefithrt werden. Im folgenden werden wir im allgemeinen nicht explizit auf
solche Fille verweisen.

Es ist interessant zu fragen, inwiefern, im Rahmen von klassischen Losungen,
das System (2) allgemeiner ist als (1). Wir betrachten den eindimensionalen
Fall (n = 1); der allgemeine Fall ist &hnlich. Wenn wir die Komponenten der
Unbekannten explizit schreiben wird (2) zu

o’ + ALo,u’ =0 (4)

Eine notwendige and hinreichende Bedingung, dafl dieses System als System
von Erhaltungsgleichungen fiir die Unbekannten u! geschrieben werden kann,
zumindest lokal im Raum der Unbekannten, wird durch das Poincaré-Lemma
gegeben. Die Bedingung ist, daf:

AL Jout = 0AL Jou’ (5)

Diese Bedingung ist bei einer skalaren Gleichung trivial erfiillt, aber fiir £ > 1
im allgemeinen nicht. Wenn die Bedingung nicht erfiillt ist kann die Gleichung
auch nicht in die Form eines Systems von Bilanzgleichungen fiir u! gebracht
werden.



Es gibt zwei Félle in denen Systeme von Erhaltungsgleichungen besonders
gut verstanden sind, ndmlich die Félle & = 1 (Fall einer skalaren Gleichung)
und n = 1 (Fall einer Raumdimension). Deshalb wird sich ein Grofiteil dieser
Vorlesung mit diesen zwei Fillen beschéftigen.

Sei ¢ ein nichtverschwindender Vektor im R™ mit Komponenten &;. Im Sy-
stem (2) ist &A% (u) fiir eine feste Wahl von £ eine Funktion auf G deren Werte
k mal k Matrizen sind. Seien A1 (&, u),. .., A\x(&,u) die Eigenwerte von & A% (u).
Wir nehmen an, daf} folgende Strukturbedingung erfiillt ist:

Strukturbedingung (*). Die Eigenwerte von & A*(u) sind reell und kénnen so
geordnet werden, daf sie glatt von £ und u abhéngen. Es gibt fiir alle w € G und
¢ € R™"\{0} ein vollstindiges System von Eigenvektoren. Diese Eigenvektoren
konnen so gewéhlt werden, dafl sie glatt von £ und u abhéngen.

Mit anderen Worten, die Strukturbedingung (*) sagt, dafi die Matrix A(§,u)
diagonalisierbar ist, mit reellen Eigenwerten, und dafl die Diagonalisierung glatt
durchgefiihrt werden kann. Diese Bedingung bleibt unter einer Transformation
der Form v = ®(u) bestehen, da diese, wie schon erwihnt, zu einer Ahnlichkeit-
stransformation der Matrizen &; A’ fiihrt. Wie spiiter gezeigt wird, hat (*) damit
zu tun, dafl das Anfangswertproblem fiir das System (2) 1osbar sein soll. Eine
Basis aus Eigenvektoren wird mit 7;(£,u) bezeichnet. Diese Basis ist im allge-
meinen nicht eindeutig. Sei I;(&, u) die dazu duale Basis, so daf r;(I;) = ;. Ein
wichtiger Spezialfall ist der, wo die Eigenwerte verschieden sind. Dann ist A(§, u)
automatisch diagonalisierbar und wenn A(€, u) glatt von u abhéngt konnen die
ri(§, u) auch als glatte Funktionen ihrer Argumente gewihlt werden. Wenn die
Eigenwerte verschieden sind, heifit das System (2) strikt hyperbolisch. Systeme,
die die Strukturbedingung (*) erfiillen, heiflen stark hyperbolisch. Mann sollte
beachten, dal das Wort ‘hyperbolisch’ in verschiedenen Zusammenhéngen mit
vielen eng verwandten, aber nicht ganz dquivalenten, Bedeutungen verwendet
wird. Es empfiehlt sich also, wenn jemand dieses Wort benutzt, zu fragen, in
welchem Sinne er es meint.

Im eindimensionalen Fall (n = 1) ist £ einfach eine nichtverschwindende
reelle Zahl, und die Wahl dieser Zahl hat als Folge eine Skalierung der Eigenwerte
und keine Anderung der Eigenvektoren. Deshalb enthélt die Matrix fiir eine
feste Wahl von £ die gesamte Information und wir benutzen die Abkiirzung
A(u) = A(1,u) = Aq(u).

Sei u(t,z) eine stetig differenzierbare Losung des Systems (1) auf I x R™,
wo I ein Intervall ist. Nehmen wir an, dafl es ein Kompaktum K im R"™ gibt
derart, dal der Triager von u in I x K enthalten ist. In diesem Fall sagen wir,
daf u rdumlich kompakten Triger hat. Dann haben wir:

d/dt( / nu(t,x)d:z:) - / yu(t, z)dx

- / > 0i(Fi(ult, x)))da
i=1
0



Das heifit, die Integrale der Komponenten von u sind zeitunabhingig, sie sind
erhalten. Daher kommt der Name Erhaltungsgleichungen. Man koénnte diesen
Namen auch fiir andere Gleichungen benutzen, die zu Erhaltungsgréfien fithren.
In dieser Vorlesung wird aber die Bezeichnung nur fiir Gleichungen der Form
(1), wo die Matrix D, F die Strukturbedingung (*) erfiillt, benutzt. Da diese
Eigenschaften mit der Hyperbolizitit zu tun haben, kénnte man diese Systeme
auch als hyperbolische Systeme von Erhaltungsgleichungen bezeichnen, worauf
wir aber meistens verzichten. Im Falle eines Systems von Bilanzgleichungen
bekommen wir die allgemeinere Beziehung

d/dt ( / nu(t,x)dz) = | Qult)ds (6)

Die Erhaltungsgréfien werden durch Gréflen ersetzt, deren Verdnderung durch
die Quelle Q(u) bestimmt wird.

1.2 Erste Beispiele

In diesem Abschnitt werden einige Systeme von Differentialgleichungen vorge-
stellt, die im folgenden wichtig sein werden.

Beispiel 1 Die Burgers-Gleichung. Dies ist das einfachste nichttriviale Beispiel
iiberhaupt auf diesem Gebiet und wurde schon in der Vorlesung ‘Mathemati-
sche Modellierung mit Differentialgleichungen I’ (ab jetzt als MMDI abgekiirzt)
besprochen. Die Gleichung ist

Oru + udpu = €d*u (7)

mit € > 0 eine Konstante. Diese Gleichung ist im Falle ¢ > 0 dissipativ und
nur fiir ¢ = 0 eine hyperbolische Erhaltungsgleichung. Die Beziehung zwischen
diesen beiden Fillen ist typisch fiir das ganze Gebiet. Die Gleichung (7) ist fiir
€ = 0 von der Form (2). Wie schon erwiihnt ist es notwendig fiir den Umgang mit
unstetigen Losungen die Gleichung in der Form (1) zu schreiben. Fiir klassische
Losungen sind die Gleichungen

1
atu+8w(§u2) =0 (8)

und
0,() + 0, (50) = 0 (9)

dquivalent. Fiir unstetige Losungen ist dies nicht mehr der Fall, wie wir spéter se-
hen werden. Es ist die Gleichung (8), die sich mit dem Namen Burgers-Gleichung
schmiicken darf.

In MMDI wurde gezeigt, wie man die Burgers-Gleichung benutzen kann, um
Staus auf der Autobahn zu beschreiben. Wir werden unten sehen, dafl sie auch
in der Hydrodynamik vorkommt.



Beispiel 2 Die allgemeine skalare Erhaltungsgleichung. Hiermit ist nichts ande-
res gemeint als der Fall k£ =1 von (1). Die Strukturbedingung (*) ist in diesem
Fall automatisch erfiillt. Eine wichtige Teilklasse wird durch die Konvexitéitsbe-
dingung F”" > 0 definiert. Dies soll nicht heien, das der nichtkonvexe Fall nicht
auch von Interesse ist

Beispiel 3 Die Buckley-Leverett-Gleichung. Diese Gleichung spielt eine Rolle
in der Erdslgewinnung. Wenn nach Ol gebohrt wird, treibt der Druck einen
Teil des Ols nach oben, aber ein Teil bleibt zuriick. Um diesen Teil auch noch
zu gewinnen wird Wasser eingepumpt. Das Ergebnis ist eine Mischung der bei-
den Fliissigkeiten. Die Unbekannte u in der Buckley-Leverett-Gleichung ist der
Wasseranteil in der Mischung. (u = 1 bedeutet nur Wasser, « = 0 nur Ol.)
Die Gleichung ist eine skalare Erhaltungsgleichung der Form (1) wo aber die
Funktion F' nicht konvex ist. Sie wird durch folgenden Ausdruck gegeben:

u2

Flu) = e —ap

(10)

fiir eine Konstante a. Wegen der Interpretation darf u nur Werte zwischen Null
und Eins annehmen.

Beispiel 4 Wir gehen von folgender nichtlinearer Wellengleichung aus:
02u = 0, (k(u)Oyu)) (11)

Jetzt werden neue Variable v = 0yu und w = 0,u eingefiihrt. Das Ergebnis ist
das System:

8tu —v = 0 (12)
O — O (k(w)w) =
Ow—0,v = 0 (13)

Um die Strukturbedingung (*) zu iiberpriifen, miissen wir die relevanten Ei-
genwerte bestimmen. Das Ergebnis ist, daf ein Eigenwert verschwindet und die
anderen die Gleichung \? = k erfiillen. Um reelle Eigenwerte zu erhalten miissen
wir k£ > 0 verlangen. Ausserdem ist im Falle k¥ = 0 die Matrix normalerweise
nicht diagonalisierbar. Deshalb werden wir £ > 0 verlangen. Unter dieser Be-
dingung ist das System (12) strikt hyperbolisch. Diese Bedingung hat natiirlich
auch mit der Hyperbolizitit der Gleichung zweiter Ordnung zu tun: z. B. fiir
k =1 bekommen wir die normale Wellengleichung und fiir ¥ = —1 die Laplace-
Gleichung, die einen ganz anderen (elliptischen) Charakter hat. Die nichtlineare
Wellengleichung kann als Modell fiir eine schwingende Saite benutzt werden
(vgl. [10], S. 420).

Beispiel 5 Eine dissipative hyperbolische Gleichung. Eine Gleichung heifit dis-
sipativ, wenn es ein Funktional gibt, das bei Lésungen der Gleichung niemals
abnimmt und manchmal zunimmt oder ein Funktional, das niemals zunimmt



und manchmal abnimmt. Z. B. ist, so lange ¢ > 0 die L?>-Norm ein solches
Funktional fiir die Burgers-Gleichung.

d

pn u?(t,x)dx = 2/u8tud9:

=2 / —u?0pu + eud udx

= —2/6(8zu)2dx

Fiir eine glatte Losung mit rdumlich kompaktem Triager nimmt die L?-Norm
immer ab, abgesehen vom Spezialfall © = 0. Dissipation muf3 nicht immer mit
Termen hoherer Ordnung zu tun haben. Um dies zu zeigen, betrachten wir die
hyperbolische Bilanzgleichung

Oiu + ul,u = —u (14)

In diesem Fall ist die L?-Norm auch monoton.

d
ﬁ/UQ(t,x)dx = 2/u8tudac
= 2/—u28mu —u?dx

= —2/u2dx

Beispiel 6 Das Carleman-Modell. In dieser Vorlesung wird viel iiber Beschrei-
bungen der Materie durch eine Fliissigkeit gesagt. Eine andere Moglichkeit,
Materie zu beschreiben, sind die kinetischen Modelle, z. B. die Boltzmann-
Gleichung. Hier wird die Materie durch eine Ansammlung von Teilchen be-
schrieben, die statistisch in ihrer Verteilung beziiglich Ort und Geschwindigkeit
behandelt werden. Die fundamentale Unbekannte ist eine Verteilungsfunktion
f(t,x,u). Da diese Funktion eine Teilchendichte beschreibt, muf sie nichtnega-
tiv sein. Da die Boltzmann-Gleichung selbst so schwer zu behandeln ist, werden
oft vereinfachte Modelle betrachtet, wo nur diskrete Moglichkeiten fiir die Ge-
schwindigkeit zugelassen werden. Diese fiithren auf Systeme von Bilanzgleichun-
gen, weshalb sie an dieser Stelle erwdhnt werden.

Das einfachste diskrete Modell fiir die Boltzmann-Gleichung ist das Carleman-
Modell. Dies ist ein Modell in einer Raumdimension, und die Geschwindigkeit
der Teilchen darf nur die diskreten Werte £1 annehmen. Wenn die Dichten der
zwei Teilchensorten f; und f; sind, lauten die Gleichungen des Modells:

Ofr+0ufi = fi—f7 (15)
Oifo—Oufo = f2—f2

Diese Gleichungen definieren offenbar ein strikt hyperbolisches System von Bi-
lanzgleichungen. Das System ist semilinear, d.h. die ersten Ableitungen kommen



linear vor. Dieses System ist dissipativ, wegen der Existenz der Boltzmann-
Entropie — [ filog fi + f2log fadz. Um technische Komplikationen zu vermei-
den, nehmen wir in der folgenden Rechnung an, dafl die Losung f strikt positiv
ist.

% (/fll()gfl + f2log fo dx)

- / (1+1og f1) (~0ufi + 12 — F2) + (1+10g f2) (s fo — f2 + f2) d£16)
- / (f2 — £2)(10g fi —log f2) — log 1y fy + log fods fo da

- / (f2 — £2)(log f1 — log fy) do

Der letzte Ausdruck is nichtpositiv und verschwindet nur wenn f; und f5 iden-
tisch sind. In dem Fall folgt aus (15), dafl sie konstant ist.

1.3 Die Navier-Stokes- und Euler-Gleichungen

In diesem Abschnitt werden verschiedene hydrodynamische Modelle eingefiihrt.
Wir betrachten eine Fliissigkeit im dreidimensionalen euklidischen Raum. Wir
beschrinken uns auf die sogennanten Newtonschen Fliissigkeiten, wo es eine
lineare Beziehung zwischen Scherung und Spannung gibt. Zuerst werden die
Gleichungen aufgeschrieben und dann die Bedeutung der Unbekannten erklért.
Mehr Informationen iiber die Herleitung der Gleichungen findet man im ersten
Kapitel von [7]. Die Massenerhaltung ist:

Op + div(pu) =0 (17)
oder, in Koordinaten, '
Op + O0i(pu') =0 (18)
Die Impulserhaltung ist
O¢(pu) + div(pu @ u) — (A + p)V(dive) — pAu+ Vp =0 (19)

In Koordinaten haben wir
O (put) + 0;(pu'n? — N6 + (6o + 7% opu’) + psii) =0 (20)

Die Energieerhaltung ist

o ()b Lo (B2 1) o] ) =t e a0

Jetzt zur Erkldrung der Variablen. Die Massendichte der Fliissigkeit wird
mit p bezeichnet. Sie wird als nichtnegativ angenommen und meistens sogar als
strikt positiv. Der Fall, wo p verschwindet, ist der Fall eines Vakuums und fiihrt



zu erheblichen Schwierigkeiten. Dieser Fall wird, wenn nicht ausdriicklich das
Gegenteil gesagt wird, in dieser Vorlesung nicht behandelt. Das Vektorfeld u ist
die Geschwindigkeit der Fliissigkeit. Der Druck der Fliissigkeit wird mit p be-
zeichnet. Der Druck soll nichtnegativ sein. Die Konstanten A und p beschreiben
die Viskositdat. Es wird angenommen, daff g > 0 und A + %p > 0. Die Grofle
e ist die spezifische innere Energie (d.h. innere Energie pro Masseneinheit). Sie
ist positiv. Das Tensorfeld 7 wird gegeben durch:

Tij = A&kukéij + ,u(éikajuk + 6jk6iuk) (22)

Das Vektorfeld g ist der Warmeflu$3.

Zu diesen Erhaltungsgleichungen kommen thermodynamische Beziehungen.
Wir nehmen an, daf p und e durch p und die (als positiv angenommene) Tempe-
ratur 7" ausgedriickt werden kénnen. D. h. wir postulieren Zustandsgleichungen
der Form p = p(p,T) und e = e(p,T). Diese Zustandsgleichungen bestimmen
welche Art von Fliissigkeit wir betrachten. Um ein geschlossenes System von
Entwicklungsgleichungen zu haben, miissen wir eine Annahme iiber die Wérme-
leitung machen. Wir nehmen das Fouriersche Gesetz ¢ = —kVT, wo k eine
positive Konstante ist.

Aus der Thermodynamik folgt, daf} es eine Funktion s(p,T') gibt (spezifische
Entropie, Entropie pro Masseneinheit), die folgende Gleichungen erfiillt:

0s 1 Oe
or = Tor #)
Js 1 /0e p
— = =|=-= 24
dp T (8p pg) 24
In der Thermodynamik schreibt man gerne
1 1
ds = T (de +pdp> (25)

Dies bedeutet nichts anderes als die soeben geschriebenen Gleichungen und die
aus der Sicht der Theorie der partiellen Differentialgleichungen etwas eigenwilli-
ge Notation deutet nur daraufthin, daf} es fiir gewisse Zwecke hilfreich sein kann,
die Gleichungen der Thermodynamik mit Differentialformen zu schreiben. Die
Gleichungen (23) haben als Integrabilitéitsbedingung

1 dp Oe

—p_—T=) == 26

p? (p 5T> Ip (26)
Die Zustandsgleichungen fiir p und e sind also nicht unabhéngig. Aus den Er-

haltungsgleichungen kann man, zumindest fiir hinreichend glatte Losungen, fol-
gende Entwicklungsgleichung fiir die Entropie herleiten

O (ps) + div(ups) = T~ [—divg + A(divu)® + p (660,07 Opu' + 0ju? 9ju') |
(27)
Aus dieser Gleichung kénnen wir die dissipative Natur des Systems ablesen,
falls die Konstanten k, A und p alle positiv sind. Die Entropie | psdz kann



nie abnehmen, und nimmt meistens zu. Fiir Losungen, wo die Geschwindigkeit
rdumlich kompakten Tréger hat und die Temperatur ausserhalb einer rdumlich
kompakten Menge konstant ist, kann dieses Funktional nur dann Zeitunabhéngig
sein wenn die Temperatur konstant ist, und die Geschwindigkeit Null. Es folgt
dann aus der Entwicklungsgleichung fiir die Geschwindigkeit, dafl der Druck
raumlich konstant ist. Die Massenerhaltung zeigt, dafl p zeitlich konstant ist.
Mit der Zustandsgleichung folgt, dafl p konstant ist. Es ist also nur unter sehr
eingeschrinkten Bedingungen, dafl die Entropie konstant sein kann. Aus der
Thermodynamik folgt, da§ de/0T > 0. Aus (23) folgt dann, dal ds/0T > 0.
Wegen dieser Ungleichungen ist es moglich das Paar (p,T) als fundamentale
Variable durch (p, e) oder (p, s) zu ersetzen.
Fassen wir zusammen. Wir haben folgende Gleichungen:

Op + div(pu) =0 (28)
O (pu) + div(pu @ u) — (A + p)V(dive) — pAu+Vp =0 (29)
Ot(pe) + div(pue) + pdivu — kAT

= A(divu)? + Pl ((Vkéjlaiujakul + 8iu]8juz) (30)

Dies sind die Navier-Stokes-Gleichungen. Sie werden auch manchmal kompres-
sible Navier-Stokes-Gleichungen genannt, um sie von den entsprechenden in-
kompressiblen Gleichungen zu unterscheiden, die wir spater kurz vorstellen. Die
Unbekannten in diesen Gleichungen, wenn wir sie als System von Erhaltungs-
gleichungen betrachten wollen, sind p, pu und pe. Die Gréflen p and T sollen als
Funktionen von p und e betrachtet werden, die durch die Zustandsgleichungen
bestimmt werden. Die Konstanten A, p und k erfiillen die Ungleichungen, die
schon angegeben wurden. Wenn e durch e + e ersetzt wird, dann bleiben die
Gleichungen unveréndert.

Unser Hauptziel in dieser Vorlesung ist es, die Modelle zu studieren, wo dis-
spative Effekte vernachléssigt werden. Im Rahmen der Navier-Stokes-Gleichungen
heifit das, dal die Konstanten A, p und k zu Null gesetzt werden. Als Ergebnis
bekommt man die Eulergleichungen einer Idealen Fliissigkeit. Um Verwirrung
zu vermeiden, betonen wir, dafl es sich hier um die kompressiblen Eulerglei-
chungen handelt. Die Eulergleichungen kénnen folgendermaflen in der Form (1)
geschrieben werden.

Orp + 0i(pu’) =0
O(put) + 9;(pu'n? + ps) =0 (31)

(5 ) e b )

Wenn eine Losung dieser Gleichungen hinreichend glatt ist, kann man eine Er-
haltungsgleichung fiir die Entropie bekommen:

0y (ps) + 0;(psu’) = 0 (32)

Wir kénnen dann die dritte Gleichung in (31) durch (32) ersetzen. Auf diese
Weise bekommt man ein dquivalentes System von Erhaltungsgleichungen. Wir



haben aber schon erwihnt, dafl es notwendig ist, unstetige Losungen von Er-
haltungsgleichungen zu betrachten, und im Falle solcher Losungen darf man
die Gleichungen nicht einfach umformen, wie wir es hier gemacht haben. Das
physikalisch richtige System, das auch fiir unstetige Losungen gilt, ist (31). Die
Gleichung (32) ist im allgemeinen nicht erfiillt. Nur die Ungleichung

Bi(ps) + di(psu’) > 0 (33)

bleibt bestehen. Dies entspricht der physikalischen Tatsache, dafi wihrend Mas-
se, Impuls und Energie erhalten sind, die Entropie im allgemeinen zunimmt.

Fiir glatte Losungen sagt (32), dafl die Entropie konstant ist lings Strom-
linien der Fliissigkeit. Es folgt, dal wenn wir annehmen, daf die Entropie zu
einem bestimmten Zeitpunkt konstant ist, sie dann iiberall konstant ist. Wenn
wir s = $p in (31) schreiben, bekommen wir die sogenannten isentropischen
Eulergleichungen:

Op + 8¢(pui) =0

O(pu') + 0j(pu'v’ + ps7) =0 (34)
Das System (34) erhdlt man auch aus (31) in dem man die speziellen Zu-
standsgleichungen wéhlt, wo der Druck nur von der Dichte abhéngt. Es ist auch
moglich ein isentropisches Navier-Stokes-System zu definieren, wo man die Glei-
chungen fiir p und v vom {iiblichen Navier-Stokes-System benutzt und nimmt an,
dal p eine gegebene Funktion von p ist. Die isentropischen Euler-Gleichungen
gehen dann aus den isentropischen Navier-Stokes-Gleichungen hervor, in dem
man die dissipativen Effekte vernachlissigt.

Ein haufig betrachtetes Modell einer Fliissigkeit ist das ideale Gas, das durch
eine bestimmte Wahl der Zustandsgleichungen gekennzeichnet ist. Diese Glei-
chungen sind:

p = RpT (35)
e = CvT (36)
Hier sind R und Cy positive Konstanten. R is die Gaskonstante, und Cy die

spezifische Wéarme bei konstantem Volumen. Sei v = 1+ (R/Cy). Die Integra-
bilitéitsbedingung (26) ist offenbar erfiillt. Die spezifische Entropie wird gegeben

durch:
71/ (v=1)
s = Rlog () (37)
P

Wenn wir die fundamentalen Variablen (p,T") durch (p,e) ersetzen, bekommen
wir die Zustandsgleichungen

p =(y—1)pe (38)
T = (%) e (39)
Mit dem Paar (p, s) als fundamentale Variablen bekommen wir:

p = Rprels/Cv) (40)
T = prlels/Cv) (41)
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Einen Sonderfall der isentropischen Eulergleichungen erhilt man, wenn man
p = 0 setzt. In diesem Fall spricht man von Staub. Dann entkoppeln die Ent-
wicklungsgleichungen fiir die Geschwindigkeit von denen fiir die Dichte. Wenn
man weiter auf den Fall spezialisiert, wo die Geschwindigkeit nur eine nichtver-
schwindende Komponente v = u' hat und w nur von 2 = z' abhiingt, dann
kommt man auf die Burgers-Gleichung mit € = 0. Auf die gleiche Art und Weise
konnte man die Burgers-Gleichung fiir ¢ > 0 als Spezialfall der Navier-Stokes-
Gleichungen bekommen.

1.4 Fliissigkeiten mit chemischen Reaktionen

Das folgende Beispiel wird in [9] beschrieben. Weiterfithrende Literatur zum
Thema kann auch in dem Buch gefunden werden. In diesem Modell handelt es
sich um eine Mischung aus zwei Gasen. Das erste Gas verbrennt und produziert
das zweite. Mit Z wird das Verhiltnis der Massendichte des unverbrannten Ga-
ses zur gesamten Massendichte bezeichnet. Folglich ist 1 — Z das entsprechende
Verhiltnis fiir das verbrannte Gas. Unter geeigneten Annahmen iiber den Me-
chanismus des Verbrennungsvorgangs erfiillt Z die Gleichung:

Oh(pZ) + Oi(p' Z) = —pW (2.T) (42)

wo W(Z,T) = Ke=4/TZ und T die Temperatur ist. Diese Gleichung wird mit
den (kompressiblen) Eulergleichungen gekoppelt, wobei der Ausdruck fiir die
innere Energie der Fliissigkeit modifiziert wird. Es ist zu beachten, dafl die zwei
Gase nicht unabhénging voneinander fliessen diirfen. Die Geschwindigkeit, die
in den Eulergleichungen vorkommt, ist die gemeinsame Geschwindigkeit beider
Gase. Die anderen physikalischen Gréflen, die in den Eulergleichungen vorkom-
men sind die Summen dieser Groflen fiir die einzelnen Gase. Z. B. die innere
Energie, als Funktion von Druck und Massendichte, ist

e(p,p, Z) = Zeu(p,p) + (1 — Z)ey(p, p) (43)

wobei e, und e die Ausdriicke fiir die innere Energie der einzelnen Gase sind.
Das System fiir Fliissigkeiten mit chemischen Reaktionen ist ein System von
Bilanzgleichungen, die kein System von Erhaltungsgleichungen ist.

1.5 Die relativistischen Eulergleichungen

Die Eulergleichungen sind geeignet, um die meisten physikalischen Vorgénge zu
modellieren, die durch eine Fliissigkeit beschrieben werden und wo Dissipation
keine wesentliche Rolle spielt. Es gibt allerdings Situationen in der Astrophysik,
wo dies nicht mehr der Fall ist. Wenn die Dichte oder die Geschwindigkeit sehr
hoch sind, kommen relativistische Effekte ins Spiel, und die klassischen Euler-
gleichungen miissen durch die relativistischen Eulergleichungen ersetzt werden.
Diese Gleichungen sollen in diesem Abschnitt beschrieben werden. Wir fangen
mit dem isentropischen Fall an. Zunéchst schreiben wir die Gleichungen (34)
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etwas um. Sei:

™  =p (44)
Tf)’: = puZ: | ) (45)
T = pu'v’ + pd¥ (46)

Diese Gleichungen definieren ein Objekt T*?, wo die griechischen Indizes die
Werte 0,1, 2,3 annehmen. Mit dieser Schreibweise kénnen die Gleichungen (34)
in der sehr kompakten Form 0,7%° = 0 geschrieben werden, wo 9y = 9;. Wenn
wir u° = 1 definieren kénnen wir die Definition von 7%? auch sehr kurz machen.
Es ist namlich 7% = pu®u® +pg®?, wo ¢°° = 0, ¢g* = 0 und ¢* = 6. Nach die-
sen Transformationen sehen die klassischen Eulergleichungen und die relativisti-
schen Eulergleichungen sehr dhnlich aus. Betrachten wir die Minkowski-Metrik
n®?, definiert durch n°° = —1, n% = 0, n* = 6. Die fundamentalen Grofen,
die die Fliissigkeit beschreiben sind die Energiedichte p, die Vierergeschwin-
digkeit ©* und der Druck p. Die Vierergeschwindigkeit erfiillt die Beziehung
Napu®uf = —1, wo ™ = 1,4. Eine Zustandsgleichung verbindet p mit p. Wir
definieren jetzt den Energieimpulstensor der Fliissigkeit durch

T = (p+ p)u®u” + pn*® (47)

Die relativistischen Eulergleichungen haben dann die bekannte Form 0,7%% = 0.
In diesen Gleichungen haben wir, wie es in der Relativitéitstheorie iiblich ist,
physikalische Einheiten gewéhlt, wo die Lichtgeschwindigkeit den Wert Eins
hat. Wenn wir die Lichtgeschwindigkeit in den Gleichungen behalten hétten,
dann hiitte 7°° den Wert ¢~2 gehabt. Dann wire g®? der Limes fiir ¢ — oo
von n®?. Ausserdem hitten wir y + p im Energieimpulstensor durch g+ ¢~ 2p
ersetzen miissen, und 7 und Nap Mit geeigneten Potenzen von ¢ multiplizieren
miissen. Nach diesen Anderungen geht 7°? fiir ¢ — oo in den entsprechenden
nichtrelativistischen Ausdruck iiber (wobei p in p iibergeht) und die Normie-
rungsbedingung fiir u® im relativischen Fall ergibt im Limes u" = 1. Diese Bezie-
hungen zwischen den relativistischen und den nichtrelativistischen Gleichungen
wurden nur als Motivation fiir die relativistischen Gleichungen aufgefiihrt und
wir werden sie nicht wieder benutzen.

Die Ruhmassendichte n einer relativistischen Fliissigkeit erfiillt die Bezie-
hung n=tdn/dy = (u + p)~t. Wenn wir diese Beziehung als eine Gleichung fiir
eine Funktion n(p) auffassen, dann ist n dadurch bis auf eine multiplikative
Konstante festgelegt. Aufgrund der Eulergleichungen erfiillt n die Erhaltungs-
gleichung

Oa(nu®) =0 (48)

Dieser Schluf gilt nur im isentropischen Fall. Im allgemeinen Fall, dem wir uns
jetzt zuwenden wollen, ist (48) unabhiingig von der Gleichung 9,7%° = 0. Die
thermodynamischen Beziehungen (23) gelten nach wie vor, bis auf die Tatsache
dafl wir in unserer Notation p durch n ersetzen miissen. Die Beziehung zwischen
e und p ist einfach p = (1+ e)n. Die Verallgemeinerung der Beziehung zwischen
@ und n, die im nichtisentropischen Fall gilt, bekommt man, in dem man die
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totale durch eine partielle Ableitung ersetzt. Als Beispiel betrachten wir das
Ideale Gas, das, wie im nichtrelativistischen Fall folgende Gleichungen erfiillt

e =CyT (49)
p = RnT (50)
Daraus folgen die Gleichungen
T1/(v=1)
s = Rlog <> (51)
n
p=n+ Cyels/Vip? (52)
p = Re¥/CVpy (53)

Wie im nichtrelativistichen Fall ist es fiir glatte Losungen so, dafl die Entropie
erhalten ist, d.h. es gilt die Gleichung 9, (su®) = 0. Fiir unstetige Lésungen mufl
diese Gleichung im allgemeinen durch eine Ungleichung ersetzt werden.

1.6 Inkompressible Modelle

Jetzt diskutieren wir die inkompressiblen Eulergleichungen. Betrachten wir die
isentropischen Eulergleichungen (34). Anstatt eine Beziehung zwischen p und p
zu verlangen, wird angenommen, dafl p konstant ist. Es folgt dann aus der ersten
Gleichung von (34), daB d;u’ = 0. Diese Gleichung enthiilt keine Zeitableitung
und ist also keine Evolutionsgleichung. Die Divergenz der zweiten Gleichung
liefert die Beziehung

Ap = —pd;u? 9ju’ (54)

Dies ist eine elliptische Gleichung fiir p. Die Evolutionsgleichung, die iibrigbleibt,
ist
p(Opu' +u? dju’) 4+ 9;p5 =0 (55)

Formal kann man diese Gleichung als
Oput +ul jut = 69 0; AT (Ol Oput) (56)

schreiben. Formal ist der Term auf der rechten Seite ein Term der Ordnung
Null so daB die Gleichung eine gewisse Ahnlichkeit mit einer hyperbolischen
Gleichung hat. Das Symbol A~! driickt aus, daf8 man eine Laplace-Gleichung
16sen muf, etwas was sehr von rdumlichen Randbedingungen abhéingt. Bei die-
sem System fehlt die Lokalitéit, die fiir hyperbolische Gleichungen typisch ist.
Die kompressiblen und inkompressiblen Eulergleichungen haben trotzdem vieles
gemeinsam.

Die Gleichung (56) ist eine Gleichung fiir die Geschwindigkeit alleine; der
Druck ist eliminiert worden. Mann sollte aber nicht vergessen, dafl der Druck
wesentlicher Bestandteil der Beschreibung der physikalischen Situation ist, und
daf dieser Druck positiv sein soll. Mit anderen Worten, wenn man eine Losung
von (56) gefunden hat bleibt noch etwas zu tun, um zu zeigen, dafl diese Losung
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physikalisch verniinftig ist. Man muf3 ndmlich kontrollieren ob der Druck, der
durch die gegebene Geschwindigkeit und (54) bestimmt wird, positiv ist.

In dhnlicher Weise kann man die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen
definieren. Darauf werden wir aber hier nicht weiter eingehen. Viele Informa-
tionen iiber diese inkompressiblen Modelle findet man im Buch von Lions[7].
Dort wird auch die Verallgemeinerung behandelt, wo die Dichte ldngs jeder
Stromlinie konstant ist, aber auf verschiedenen Stromlinien verschieden sein
darf. Wir warnen noch mal, daf} die inkompressiblen Modelle oft als die Euler-
oder Navier-Stokes-Gleichungen bezeichnet werden.

1.7 Das Cauchy-Problem

Hyperbolische Gleichungen sind Evolutionsgleichungen und deshalb hat das
Cauchy-Problem fiir diese Gleichungen eine grosse Bedeutung. Dies gilt ins-
besondere fiir das System (1). Man méchte zu vorgeschriebenen Anfangsdaten
uo(x) eine entsprechende Losung u(t, ) mit u(0, ) = ug(z) produzieren. Hier-
bei unterscheidet man zwischen solchen Losungen, die nur lokal in der Zeit
existieren und solchen, die global existieren. Man unterscheidet auch zwischen
klassischen Losungen und solchen die nicht stetig differenzierbar sind.

In den Anwendungen sind Anfangsrandwertprobleme auch wichtig, wo auch
Randwerte vorgeschrieben werden. Mit solchen Problemen befassen wir uns in
dieser Vorlesung nicht. Wir betrachten Losungen, die fiir jeden betrachteten
Wert von ¢ auf dem ganzen R™ definiert sind. Meistens nehmen wir einfach-
heitshalber an, dafl die Anfangsdaten kompakten Triger haben. Wir betrachten
auch meistens Losungen mit raumlich kompaktem Trager. Manche Theoreme,
die wir vorstellen gelten auch allgemeiner. Diese Annahmen sollen dazu dienen,
wichtige allgemeine Ideen in einem {ibersichtlichen Rahmen darzustellen, ohne
dafl sie von Einzelheiten verdeckt werden. Aus den gleichen Griinden nehmen
wir oft an, da8 gewisse Abbildungen glatt (C*°) sind, obwohl C! oder C? aus-
reichen wiirde. Wenn man die analogen Aussagen unter schwicheren Annahmen
beweisen wollte, miisste man Argumente verwenden, wo gegebene Abbildungen
durch andere mit besseren Differenzierbarkeitseigenschaften approximiert wer-
den. Argumente dieser Art sind wichtig, aber wiirden von den Hauptthemen
dieser Vorlesung ablenken.

2 Endliche Lebensdauer klassischer L6sungen

2.1 Der skalare Fall

Es ist schon gesagt worden, dafl unstetige Losungen von (1) eine wichtige Rolle
spielen. Dazu miissen wir sagen, was es heifit, dafl eine unstetige Funktion eine
Losung einer Differentialgleichung ist. Der notwendige Begriff der schwachen
Losungen wird in einem spéteren Abschnitt diskutiert. Im Moment mdéchten wir
die Notwendigkeit einer solchen Ausweitung des Losungsbegriffes zeigen. Dazu
wird folgendes gezeigt. Betrachten wir glatte Anfangsdaten fiir die Gleichung
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(1) bei ¢ = 0. Das heifit, wir suchen eine Losung u(t,z) der Gleichung, die
die Bedingung u(0,z) = ug(z) erfiillt. Um alles moglichst einfach zu halten,
nehmen wir an, dafl ug eine glatte Funktion mit kompaktem Trager ist. Wir
werden sehen, daf}, unter sehr allgemeinen Umsténden, es zu diesen Daten keine
glatte Losung fiir alle ¢ € [0,00) gibt. Lokale Existenzsiitze, die die Existenz
einer Losung fiir ¢ € [0,7) behaupten, werden spéter diskutiert. Der Inhalt
dieses Abschnittes ist aber von solchen Sétzen weitgehend unabhéngig. Hier
geht es darum, die Existenz einer glatten Losung anzunehmen, global in der
Zeit, und zu einem Widerspruch zu kommen. Daraus kann man schlieen, dafl
wenn man globale Losungen zu allen Anfangsdaten haben will, diese Losungen
im allgemeinen nicht glatt sein kénnen.

Wir fangen mit dem einfachsten Fall an, ndmlich n =1 und k& = 1, d.h. eine
skalare Gleichung in einer Raumdimension. Die Gleichung (2) kann dann in der
Form

Oru + Mu)dzu =0 (57)

geschrieben werden. Im Moment nehmen wir an, da A\ global definiert ist,
d.h. das Gebiet G, das in der Einleitung eingefithrt wurde, ist ganz R. Die
Strukturbedingung (*) ist in diesem Fall keine Einschrankung. Im Falle A(u) = u
ist dies die Burgers-Gleichung mit ¢ = 0.

Theorem 1 Sei ug(x) eine glatte Funktion mit kompaktem Triger auf R und
Sei u(t, x) eine glatte Losung von (57) auf [0, 00) x R mit u(0, z) = ug(z). Dann
ist A(up) konstant.

Bemerkung Dieses Theorem zeigt, daf fiir fast alle A und wug keine globale
glatte Losung von (57) mit Anfangsdatum wg existiert. Die einzigen Ausnahmen
sind wenn ug identisch verschwindet oder wenn A in einer Umgebung der Null
konstant ist.

Beweis Wir nehmen an, dafl A(ug) nicht konstant ist, und erhalten einen Wi-
derspruch. Die Funktion A(ug) ist gleich A(0) fiir |z| hinreichend grofi. Wenn sie
also nicht konstant ist, mufl d/dx(A(up)) irgendwo negativ sein. Jetzt werden
zwei verschiedene Beweise von Theorem 1 vorgestellt. Betrachten wir zunéchst
die charakteristischen Kurven, die durch die Gleichung dz/dt = A(u(t, x)) defi-
niert sind. Aus (57) folgt, daf u lings dieser Kurven konstant ist. Daraus folgt
wiederum, dafl die charakteristischen Kurven Geraden sind. Die Steigung der
jeweiligen Geraden wird durch den Wert von A(ug) in dem Punkt bestimmt,
wo die Gerade die Kurve ¢ = 0 schneidet. Es existieren x; und x5 in R so daf
Muo(z1)) > Muo(z2)) und 21 < z2. Dann schneiden sich die charakteristischen
Kurven durch diese zwei Punkte im Bereich ¢ > 0. Die Losung w hat zwei ver-
schiedene konstante Werte ldngs der Geraden, was der Stetigkeit der Losung in
ihrem Schnittpunkt widerspricht. Damit ist der erste Beweis beendet. Fiir den
zweiten Beweis definieren wir die Grole v = N (u)0,u. Es stellt sich heraus,
daf diese Grofle eine einfache Gleichung lings der Charakteristiken erfiillt. Wir
schreiben D/Dt fiir die Richtungsableitung ldngs der charakterischen Kurven.
D. h.

D/Dt(f(t,x)) = 0uf(t, ) + A(u)0x f(t, 7) (58)
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fiir jede Funktion f(¢,z). Dann ist Du/Dt = 0. Sei v = X (u)d,u. Dann ist:

Dv D,
Dt E(/\ (u)Ozu)
= X’(u)%@xu + )\’(u)%(axu)
=~V (W) (0u)*
= -0 (59)

Auf diese Weise bekommen wir eine gewohnliche Differentialgleichung fiir v. Sie
ist so einfach, daf} sie explizit gelost werden kann. Das Ergebnis ist, dafl langs
einer Charakteristik v = 1_:20 ;- Dies ist nur dann mit der Existenz einer globalen
glatten Losung fiir t > 0 vertriglich, wenn vy > 0. Da vy = 9, (A(ug(x)) haben

wir den zweiten Beweis des Theorems.

Die Aussage des Theorems kann so interpretiert werden, dafl eine globale Losung
nur dann moglich ist, wenn fiir die gegebenen Daten die Gleichung sich wie eine
lineare Gleichung verhilt. Auf der anderen Seite, die allgemeine Existenztheo-
rie, die wir bisher nicht besprochen haben, sagt, dafl es im linearen Fall immer
globale glatte Losungen gibt. Damit ist die Frage, wann globale glatte Losungen
zu gegebenen Anfangsdaten existieren, im Falle k = n = 1 erfolgreich beantwor-
tet. Wir kommen jetzt zur Bemerkung zuriick, dal A global definiert sein soll.
Nehmen wir jetzt an, da A nur auf einem Intervall G definiert ist, und daf ug
nur Werte in G annimmt. Weil die Losung langs der charakteristischen Kurven
konstant ist, bleibt die Losung immer in G. Theorem 1 gilt also auch im Fall,
wo A nur lokal definiert ist.

Als néchstes betrachten wir den Fall £k = 1, n > 1, d.h. eine skalare Erhal-
tungsgleichung in mehreren Raumdimensionen. Die Gleichung (2) kann dann in
der Form

Opu+ > N (u)diu =0 (60)
1=1

geschrieben werden. Die Strukturbedingung (*) ist auch in diesem Fall keine
Einschrankung. Wir werden folgendes algebraisches Lemma benétigen:
Lemma Wenn eine n mal n Matrix einen Rang < 1 hat dann gilt Det(I+tM) =
1 + tSpur(M).

Beweis Die Matrix M hat hochstens einen nichtverschwindenden Eigenwert
und dieser Eigenwert ist gleich der Spur von M. In dem man eine geeignete (z.
B. orthonormale) Basis benutzt, die dem Kern von M angepasst ist, siecht man,
da die Determinante von I 4 tM nichts anderes ist als dieser Eigenwert mal ¢
plus Eins.

Theorem 2 Sei ug(x) eine glatte Funktion mit kompaktem Tréiger auf dem R™
und sei u(t, z) eine glatte Losung von (60) auf [0, 00) x R™ mit u(0, z) = ug(x).
Dann gilt 9;\*(ug) > 0.

Beweis Beide Beweise von Theorem 1 lassen sich auf diesen Fall verallgemei-
nern. Wir werden beide diskutieren. Die charakteristischen Kurven werden in
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diesem Fall durch die Gleichungen da®/dt = \'(u(t, 7)) definiert. Wie im ein-
dimensionalen Fall kénnen wir schliessen, dafl diese Kurven Geraden sind, und
dafl die Unbekannte u ldngs dieser Geraden konstant ist. Die charakteristischen
Kurven werden durch die Gleichungen

2 (t) = a' + N (up(a))t (61)
gegeben. Wenn diese Beziehung nach o’ differenziert wird, bekommt man:
0z’ |00’ = 6% + t(A") (ug()) (Quo /D ) () (62)

Wenn die linke Seite mit J bezeichnet wird, dann hat diese Gleichung die allge-
meine Form J = I +tM, wo die n mal n Matrix M einen Rang hat, der nicht
grofler als Eins ist. Das algebraische Lemma liefert dann eine Formel fiir Det.J,
nédmlich:

DetJ = 1+ t(A) (uo(a))(dug/0a’) () (63)

Jetzt nehmen wir an, daf die gewiinschte Ungleichung 9; A\*(ug) > 0 nicht erfiillt
ist, und erhalten einen Widerspruch. Diese Annahme bedeutet, dafl es ein x gibt
derart, dal 9;\*(ug(z)) < 0. Auf der charakteristischen Kurve, die durch diesen
Punkt bei ¢t = 0 verlduft impliziert (63), dafl DetJ nach einer gewissen Zeit Null
werden mufl. Sei ty die erste Zeit wo dies auf der gegebenen charakteristischen
Kurve passiert. Wenn ¢ — to mit ¢ < to dann divergiert (DetJ)~! = DetJ L.
Also divergiert J~!. Aus der Gleichung

Aug Oak

P
% Dok 027

I 9y

+ (A (uo(e)) (64)
folgt, daf %J ~! unbeschriinkt ist wenn ¢t — t, lings der charakteristischen
Kurve. Diese Grofe ist aber nichts anderes als du/dz. Die Losung kann also
nicht glatt sein.

Fiir den zweiten Beweis, betrachten wir v = 9;(Ai(u)). Wenn D/Dt wieder
die Richtungsableitung in Richtung der charakteristischen Kurve bezeichnet,
dann gilt Dv/Dt = —v? wie im eindimensionalen Fall und der Beweis geht
genauso.

Jetzt werden wir zeigen, dafl die notwendige Bedingung von Theorem 2 auch
fiir globale Existenz hinreichend ist. Dazu wird folgendes Lemma von Hada-
mard benotigt. Es sei daran erinnert, dafl eine Abbildung zwischen topologischen
Réaumen eigentlich heifit wenn das Urbild jeder kompakten Teilmenge kompakt
ist.

Lemma Sei ¢ eine glatte Abbildung des R™ in sich, die eigentlich ist und
deren Ableitung D¢ iiberall invertierbar ist. Dann ist ¢ bijektiv und die inverse
Abbildung ¢~ ist glatt.

Beweis Der Satz iiber inverse Funktionen zeigt, dal ¢ ein lokaler Diffeomor-
phismus ist. D. h., jeder Punkt 2 € R"™ hat eine offene Umgebung U, derart, dafl
die Einschrankung von ¢ ein Diffeomorphismus von U, auf die offene Teilmenge
¢(U,) ist. Insbesondere ist das Bild von ¢ offen. Als nichstes wird gezeigt, dafl
¢ surjektiv ist. Nehmen wir an, dafl ¢ nicht surjektiv ist. Dann gibt es einen
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Punkt y im Rand von ¢(R™). Da die Menge ¢(R") offen ist, kann y nicht darin
enthalten sein. Es gibt eine Folge y; von Punkten aus ¢(R"), so dafl y; — v.
Es gibt dann eine Folge x; mit ¢(z;) = y;. Sei K eine kompakte Umgebung von
y. Fiir ¢ hinreichend grof ist y; € K. Deshalb liegt x; in ¢~1(K). Die Menge
¢~ 1(K) ist kompakt, da ¢ eigentlich ist. Daraus folgt, daf8 x; eine konvergente
Teilfolge z;, hat mit Grenzwert x. Aus der Stetigkeit von ¢ folgt nun ¢(x) =y,
ein Widerspruch. Damit ist gezeigt worden, dafl ¢ surjektiv ist. Sei jetzt y ein
Punkt des R™. Die Mengen {y} und ¢~'({y}) sind kompakt. Da ¢ ein loka-
ler Diffeomorphismus ist, ist ¢~ ({y} diskret und deshalb endlich. Diese Menge

besteht also aus endlich vielen Punkten z1,...,z,,. In dem wir die Groéfle der
Mengen U,,,...,U,,, moglicherweise reduzieren, kénnen wir annehmen, dafl
o(Uyz,) = ... = ¢(U,,, ) = V fiir eine offene Umgebung V' von y. Ausserdem

kénnen wir annehmen, da V' kompakt ist. Wir kénnen V weiter reduzieren,
und U,,,...,U,,, entsprechend. Jetzt wird gezeigt, dal wenn V klein genug
gewihlt wird, ¢~ (V) = U, U...UU,, . Nehmen wir an, daf§ dies nicht der
Fall ist. Dann gibt es eine Folge y; mit y; — y fiir ¢ — oo und Punkte Z; mit
¢(Z;) = y; die nicht in U,, U...UU,, liegen. Fiir ¢ grof liegt y; in V und wir
konnen die Tatsache, dafl ¢ eigentlich ist, wieder benutzen, um eine Teilfolge
Z;,. zu finden, mit ¢(Z; ) — y und Z; — x. Dann ist ¢(x) = y und infolgedessen
muf} = einer der Punkte z1,. .., z,, sein. Daraus folgt aber, dafl z; in U,, liegt
fiir ein bestimmtes j und r hinreichend grof}, ein Widerspruch. Damit haben wir
bewiesen, daB ¢ eine Uberlagerung ist. Da R” einfach zusammenhingend ist,
folgt daraus, dal ¢ injektiv ist. Der Beweis ist also fertig.

Theorem 3 Sei ug(z) eine glatte Funktion mit kompaktem Triiger auf dem R™.
Wenn fiir glatte Funktionen A’ : R* — R die Ungleichung 9;\*(uo) > 0 gilt,
dann gibt es eine globale glatte Losung u(t, ) von (60) auf [0,00) x R™ mit
u(0, ) = up(x).

Beweis Fiir einen gegebenen Wert to von ¢ ist die Abbildung « — z definiert
durch 2 = o 4+ X' (ug(a))to glatt. Die Ableitung dieser Abbildung ist die Grofie
J, die schon im Beweis von Theorem 2 untersucht wurde. Aus (63) folgt, daf
DetJ > 1. Deshalb ist die Ableitung der Abbildung iiberall invertierbar. Daf} die
Abbildung eigentlich ist, ist geometrisch klar. Deshalb ist sie, nach dem Lemma
von Hadamard, invertierbar mit einer glatten inversen Abbildung. Es folgt, das
die Abbildung (¢, a) — (¢, ) auch eine glatte Inverse hat. Die Zusammensetzung
von up mit der daraus resultierenden Abbildung (¢, ) — « ist die gewiinschte
globale Lésung.

Bemerkung Die Theoreme in diesem Abschnitt wurden zum ersten mal in [2]
bewiesen. Weitere Einzelheiten findet man in [9] und [6].

Wir weisen explizit darauf hin, dafl Theorem 2 und Theorem 3 auch dann
gelten wenn die Koeffizienten \; nur auf einem lokalen Gebiet G definiert sind.
Der Beweis ist genauso wie im Fall n = 1.

Die Argumente im Beweis von Theorem 3 konnen leicht adaptiert werden,
um eine Aussage zu geben in dem Fall, wo die Ungleichung von den Anfangs-
daten nicht erfiillt ist. Die Aussage ist, dafl eine glatte Losung zu den gege-
benen Anfangsdaten fiir eine kurze Zeit existiert, und zwar so lange, bis DetJ
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léngs einer charakteristischen Kurve gegen Null geht. Wir wissen aber genau,
wann das passiert. Es existiert eine glatte Losung auf dem Intervall [0, T*), wo
T* = (sup{—9;\'(ug)})~t. (Wenn das Supremum Null ist kénnen wir wegen
Theorem 3 T* = oo setzen.) Ausserdem zeigt der Beweis von Theorem 2, dafl
[0, T*) tatséichlich das maximale Zeitintervall ist, wo eine glatte Losung existiert.
Fiir t — T* bleibt u beschrénkt, aber das Maximum von |Du| divergiert. dieses
Verhalten ist typisch fiir die Bildung einer Stofwelle (Schock).

2.2 Systeme in einer Raumdimension

Jetzt kommen wir zum Fall n = 1 und k£ > 1 von (1), d.h. Systeme in einer
Raumdimension. Im eindimensionalen Fall n = 1 definieren r;(u) k Vektorfelder
auf dem Gebiet G. Die Integralkurven dieser Vektorfelder heifien Verdiinnungs-
kurven. Diese erfiillen die Gleichungen du’/dt = r;(u). Es ist wichtig zu wissen,
wie die Eigenwerte sich léngs der entsprechenden Verdiinnungskurven verhalten.
Definition Das System heifit echt nichtlinear fiir den Eigenvektor r;(u) wenn
der entsprechende Eigenwert \;(u) des Systems (2) mit n = 1 die Ungleichung
ri(u) - Vi (u) # 0 fiir alle u erfiillt und linear entartet wenn r;(u) - VA;(u) = 0
fiir alle u.

Dies bedeutet, daf die Eigenwerte léngs der entsprechenden Verdiinnungskurven
strikt monoton bzw. konstant sind. Im Falle, wo das System echt nichtlinear ist
fiir alle Eigenvektoren, ist es iiblich, die Eigenvektoren so zu normalisieren, dafl
ri(u) - VAi(u) = 1.

Die Aussagen iiber die Nichtexistenz globaler glatter Losungen werden im
Fall n = 1, £ > 1 nicht so allgemein sein, wie im Fall n > 1, & = 1. In
diesem Zusammenhang spielen die sogenannten einfachen Wellen eine wichtige
Rolle. Eine Losung u(t, z) von (1) ist eine Abbildung von einer Teilmenge des
R? in den R*. Eine besondere Klasse von Losungen bilden die, die konstant
sind. In dem Fall ist das Bild von u ein Punkt. Natiirlich sind diese Losungen
ziemlich langweilig. Man kann erwarten, daf} fiir generische Losungen das Bild
zweidimensional ist. Zwischen den generischen und den konstanten Losungen
gibt es einen anderen Fall, wo das Bild von u in einer Kurve im R”* enthalten
ist. Diese Losungen sind die einfachen Wellen. Sie sind von der Form:

u(t,x) = U(o(t,x)) (65)
Aus der Gleichung (1) folgt
(dU/do)oyo + A(U)(dU/do)0ro =0 (66)

Wir interessieren uns fiir den Fall, dal dU/do # 0. Dann besagt (66) insbe-
sondere, dafl dU/do ein Eigenvektor von A(U) ist. Deshalb muf die Kurve in
der das Bild von u liegt eine Verdiinnungskurve sein. Der Name dieser Kurven
kommt daher, daf3 die Verdiinnungswellen, von denen wir spéter mehr sehen
werden, spezielle einfache Wellen sind.
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Betrachten wir jetzt eine einfache Welle im Fall wo das System fiir den
Eigenvektor, der wie oben mit der Welle assoziert ist, echt nichtlinear ist. Sei \;
der entsprechende Eigenwert. Wir bekommen die Gleichung

0o + Xi(U(0))0z(0) = 0. (67)

Wegen der echten Nichtlinearitéit besagt Theorem 1, dafl es keine globalen glat-
ten Losungen dieser Gleichung gibt, die Anfangsdaten mit kompaktem Tréger
haben und die nicht identisch verschwinden. Dies zeigt, dafl einfache Wellen, die
zu einem Eigenvektor gehoren, fiir den das System echt nichtlinear ist, nicht fiir
alle t > 0 existieren and glatt sein konnen.

Als néchstes wird ein Eindeutigkeitssatz fiir hyperbolische Systeme in einer
Raumdimension bewiesen.
Theorem 4 Sei ug eine glatte Abbildung von R nach R* mit kompaktem
Triger. Es sei eine Gleichung der Form (2) mit n = 1 gegeben, die die Struk-
turbedingung (*) erfiillt. Wenn es eine glatte Losung u auf einem Zeitintervall
[0,T] gibt mit rdumlich kompaktem Tréger und u(0,z) = ug(x) dann ist diese
die einzige glatte Losung mit diesen Anfangsdaten.
Beweis Wenn die Gleichung (2) mit einem dualen Eigenvektor [;(u) multipli-
ziert wird, bekommt man die Gleichung

Ol - w) — Xi(w) 0y (L; - w) = [—0eli(u) + Ai(w)Dpl; (w)] - u (68)

Diese Gleichung besagt, dal die Grofe I; - u eine gewdhnliche Differentialglei-
chung ldngs der i-ten charakteristischen Kurve erfiillt, mit einer rechten Seite,
die von u abhéngt. Sei v eine andere Losung mit den gleichen Anfangsdaten.
Dann erfiillt w — v die Gleichung

O(u —v) = A(u)0y(u —v) + [A(u) — A(v)]v (69)

Mit dem Mittelwertsatz kann man A(u) — A(v) = M (u,v)(u —v) schreiben, wo
M stetig ist. Wenn wir wieder mit /;(u) multiplizieren, dann ergibt sich

O(li-(u—0)) =X (w) 0z (L - (u—0)) = [—Ol; () + X (w) Dyl (w) + M (u, v)v]- (u—v)

(70)
Sei A das Maximum von allen Eigenwerten \;(u) auf dem Intervall [0,¢]. Fiir
L > 0sei A(t) =sup{|(u—v)(t,z)| :x € [-L — AT —1t),L+A(T —t)]}. Dann
folgt aus (70) die Ungleichung

Alt) < C/tA(s)ds (71)
0

wo C eine obere Schranke ist fiir den Ausdruck in eckigen Klammern auf der
rechten Seite von (70) auf dem Gebiet definiert durch die Ungleichungen 0 <
t<Tund —L—-AT—t) <z < L+AT—t). Aus (71) folgt A =0 und u = v.

Betrachten wir jetzt Anfangsdaten mit kompaktem Tréger fiir eine einfache Wel-
le. Aus den Uberlegungen des letzten Abschnittes folgt, dal dazu eine Losung

20



existiert, die eine einfache Welle ist, und rdumlich kompakten Triger hat, da
wir dazu nur eine skalare Gleichung zu l6sen brauchen. Aus Theorem 4 folgt,
dafl diese Losung die einzige glatte Losung zu diesen Daten ist. Falls das System
fiir mindestens einen Eigenwert echt nichtlinear ist, konnen wir auf diese Weise
glatte Daten mit kompaktem Tréger fiir Gleichung (1) mit n» = 1 finden so dafl
es keine entsprechende globale glatte Losung gibt.

Im Falle eines Systems (k > 1) gibt es keine Garantie, dafl eine Lsung nicht
nach endlicher Zeit gegen den Rand des Gebietes G konvergiert. Genauer gesagt,
es gibt eine Zeit T so daf fiir t — T das Bild von R x [0, t] unter « nicht in einer
festen kompakten Teilmenge von G bleibt. Bei den einfachen Wellen, die wir
oben benutzt haben, kann dies nicht passieren, aber es ist fiir andere Losungen
nicht von vornherein ausgeschlossen.

Eine weitere Bemerkung zum Theorem 4 ist noch angebracht. Im Beweis
wurde gezeigt, dal im allgemeinen wu(t,z) durch die Einschrinkung der An-
fangsdaten auf eine kompakte Teilmenge der Anfangshyperfliche, die unter
Umstédnden sehr klein sein kann, bestimmt ist. Wenn, z. B. ¢ gegen Null kon-
vergiert, konvergiert das Durchmesser dieser Menge gegen Null. Hier sehen wir
die Lokalitét von hyperbolischen Gleichungen. Der Wert u(t, ) wird nicht von
den gesamten Daten auf der Anfangshyperfliche bestimmt, sondern nur von den
Daten auf einem Teilbereich.

Wir haben gesehen, dafl Eigenvektoren fiir die ein System echt nichtlinear ist,
benutzt werden kénnen um Sétze iiber die endliche Lebensdauer von Losungen
zu zeigen. Als Kontrast, betrachten wir jetzt einen Fall, wo das System fiir alle
Eigenvektoren linear entartet ist. Betrachten wir das System

Or + Nr,s)0,r = 0 (72)
Ors + p(r,s)0ys = 0 (73)

Theorem 5 Wenn das System (72) strikt hyperbolisch (d.h. A # 1) und linear
entartet (d.h.0O\/0r = Ou/0s = 0) ist, dann gibt es zu jedem glatten Anfangs-
datum mit kompaktem Triager eine globale glatte Losung.

Da wir den notwendigen lokalen Existenzsatz nicht bewiesen haben, fehlen
uns im Moment die Voraussetzungen, um dieses Theorem zu beweisen. Wir wer-
den aber gewisse Eigenschaften von Losungen beweisen. Wenn wir dann spéter
einen geeigneten lokalen Existenzsatz bewiesen haben, wird aus den Eigenschaf-
ten, die wir jetzt herleiten, die Aussage des Theorems unmittelbar folgen.
Lemma Unter den Annahmen von Theorem 5 hat jede glatte Losung der Glei-
chung (72) mit rdumlich kompaktem Triiger auf einem Intervall [0,T) die Ei-
genschaft hat, dal r, s, 0,7 und 9,s beschrankt sind.

Beweis Es ist elementar zu sehen, dafl » und s beschrinkt sind, da sie langs
der charakteristischen Kurven konstant sind. Es bleibt zu zeigen, dafl die Ab-
leitungen beschrankt sind. Wir definieren eine Funktion h(r, s) als eine Losung

der Differentialgleichung
oh 10X

i (74)
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Sei u = €M) 9r/0x. Wenn wir die Ableitungen von u beziiglich ¢ und z be-
rechnen, und die erste Gleichung von (72) benutzen, bekommen wir

Ou  \Ou _ nrs) [

B 655)96896_'—%

E“L ox

CON(Or\? 9XOrds Oh (ds _ 0s\ Or
ot Ox

ar \ox ax] ()

Aus der zweiten Gleichung in (72) folgt, dafi ;s + A\0ys = (A — p)0zs Die
Definition von u zeigt dann, daf3
0 0 oA
U U _76—h(r,s)u2

— + A, s)=— =

ot Ox or (76)

Weil das System linear entartet ist, verschwindet die rechte Seite dieser Glei-
chung, mit der Folge, dafl u beschrinkt ist. Da h(r, s) auch beschriinkt ist, be-
kommen wir auf diese Weise die Beschrianktheit von dr/0x. Die Beschrénktheit
von Js/0x zeigt man genauso.

Es mag so aussehen als ob das System (72) sehr speziell wire, da diagonali-
sierbar. Es ist aber in der Tat so, daff jedes System der Form (2) mit n = 1
und k£ = 2, das strikt hyperbolisch ist durch eine Variablentransformation in die
Form (72) gebracht werden kann, zumindest lokal im Raum der Unbekannten.
Die Variablen r und s, die dies leisten heilen Riemann-Invarianten, da Riemann
solche Variablen im Falle der isentropischen Eulergleichungen benutzt hat. Seien
u und v die urspriinglichen Variablen. Wir suchen Funktionen r(u, v) und s(u, v)
derart, dafl das System diagonalisiert wird. Weil das System strikt hyperbolisch
ist, definieren die Eigenvektoren von A(u,v) zwei tranversale Kurvenscharen in
der (u,v)-Ebene. Die geometrische Bedingung, die erfiillt werden muf}, damit r
und s die erwiinschte Eigenschaft haben ist, dafl r langs der Kurven der einen
Schar konstant ist, und s langs der Kurven der anderen Schar. Es ist geometrisch
klar, dafl Funktionen dieser Art existieren, zumindest lokal.

Die Annahme in Theorem 5, dafl das System strikt hyperbolisch ist, ist
wichtig, wie folgendes Beispiel zeigt.

Or + ANs)0,r = 0 (77)
Os+ ANr)dzs = 0 (78)

Fiir r = s ist dieses System nicht strikt hyperbolisch. Sie erfiillt aber offen-
sichtlich die Strukturbedingung (*). Anfangsdaten (rg, so) fiir (77) mit ro = s
fithren im allgemeinen zu Situationen, wo keine globalen Losungen existieren,
da in dem Fall die Skalare Gleichung 0;u 4+ A(u)0zu = 0 gilt. (Das System (77)
ist immer linear entartet; die assoziierte skalare Gleichung kann aber sehr wohl
echt nichtlinear sein.)

Betrachten wir jetzt ein System von zwei Bilanzgleichungen, das linear ent-
artet und strikt hyperbolisch ist. Wenn es Erhaltungsgleichungen wéren, wiirde
die Einfithrung von Riemann-Invarianten und Theorem 5 eine Aussage iiber
globale Existenz liefern. Dies gilt nicht mehr wenn Quellen vorhanden sind. Ein
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Beispiel dafiir ist folgendes System:

ou = —(u—1)w (79)
o+ 9, ((u—1)w) = 0 (80)

Die Eigenwerte sind v — 1 und 0. Damit das System strikt hyperbolisch ist,
miissen wir den Definitionsbereich G, wie am Anfang der Vorlesung eingefiihrt
wurde, einschrianken, z. B. durch die Ungleichung v < 1. Die Eigenvektoren
konnen als [1,v/(u — 1)]T und [0,1]7 gew#hlt werden. Die Wahl r = u, s =
v/(1 — u) diagonalisiert das System. Explizit:

or = (r—1)>% (81)
Os+ (r—1)0,s = —(1—7)31+r)s? (82)

Das System (79) hat Losungen mit endlicher Lebensdauer. Wenn wir eine belie-
bige Losung @ der Burgers-Gleichung nehmen, und u = %4+1 und v = d,u setzen,
bekommen wir eine Losung von (79). Jetzt konnen wir die bekannten Aussagen
itber die endliche Lebensdauer von Losungen der Burgers-Gleichung verwenden.
Interessant ist, dafl diese Losungen von (79), im Gegensatz zu anderen Beispie-
len, die wir gesehen haben, auf einem endlichen Zeitintervall unbeschrénkt sind.
Sie verlassen jede kompakte Teilmenge von G.

2.3 Endliche Lebensdauer fiir Losungen der Eulergleichun-
gen

Wenn man ein System von Erhaltungsgleichungen mit mehereren Gleichungen
in mehreren Raumdimensionen hat, und etwas iiber endliche Lebensdauer be-
weisen mochte, ist es naheliegend, Losungen mit hoher Symmetrie zu betrach-
ten, insbesondere solche, die nur von einer Raumkoordinate x und der Zeit
abhingen. Wenn unter den Unbekannten des Systems Vektoren sind, wie z. B.
die Geschwindigkeit in den Eulergleichungen, kann man weiter auf den Fall redu-
zieren, wo die einzige nichtverschwindende Komponente des Vektors die in der
z-Richtung ist. Wenn wir bei den Eulergleichungen diese Reduktion machen,
kommen wir auf folgendes System:

Oep + 0z (pu) =0 (83)
By (pu) + 8z (pu® +p) = 0 (84)
Du(ps) + Bulpsu) = 0 (35)
oder, in nichtkonservativer Form:
Oep = —u0yp — pOyu (86)
Oru = —udyu — p~*[(Op/0p)Opp + (Op/05)0,5] (87)
Os = —u0ys (88)

Die Eigenwerte der Matrix, die hier die rdumlichen Ableitungen multipliziert,
sind in diesem Fall u £+ 1/9p/0p und u. Sie sind reell und verschieden, vor-
ausgesetzt, dal dp/dp > 0. Diese Bedingung ist physikalisch verniinftig, und
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gilt insbesondere fiir das ideale Gas. Das System ist strikt hyperbolisch. Die
Eigenvektoren sind [p, ++/9p/dp, 0]T und [-0p/ds,0,0p/dp]T. Fiir den dritten
Eigenvektor ist das System offenbar linear entartet. Um die Existenz von Daten
ohne entsprechende globale glatte Losungen zu beweisen, miissen wir deshalb
die anderen zwei Eigenvektoren benutzen. Zwischen diesen beiden gibt es eine
einfache Symmetrie, und es reicht deshalb, den Fall mit dem positiven Vor-
zeichen zu untersuchen. Fiir diesen Eigenwert ist das System echt nichtlinear
wenn 92p/0p? > 0. Wir schliessen, in dem wir die Ergebnisse des letzten Ab-
schnitts anwenden, dafl es Losungen der Eulergleichungen mit endlicher Lebens-
dauer gibt, voraugesetzt, dafl der Druck bei festgehaltener Entropie eine konvexe
Funktion der Dichte ist. In der Tat ist diese Konvexitétseigenschaft physikalisch
motiviert. Sie gilt offenbar im Falle des idealen Gases. In Wirklichkeit kénnen
die Theoreme des letzten Abschnitts nicht direkt auf die Eulergleichungen an-
gewendet werden aus folgendem Grund. Die Theoreme betreffen Losungen mit
kompaktem Triger und die Annahmen, die wir fiir Losungen der Eulergleichun-
gen gemacht haben, sagten unter anderem aus, dafl die Dichte nicht verschwin-
den darf. Diese Schwierigkeit kann aber leicht umgangen werden. Es reicht, eine
positive Konstante pg zu wéhlen, und p durch p = p — pg zu ersetzen. Dann
diirfen wir Losungen mit kompaktem Trager des neuen Systems betrachten.
Wenn wir dann auf die urspriinglichen Variablen zuriicktranformieren bekom-
men wir Losungen, wo die Geschwindigkeit rdumlich kompakten Tréger hat und
die Dichte ausserhalb einer rdumlich kompakten Menge den konstanten Wert pg
hat.

Fine analoge Reduktion kann im Falle der relativistischen Eulergleichungen
gemacht werden, mit dem FErgebnis

OHln(L + u?) + pu) + 0, [+ pu/T+ ) = 0 (89)
Ol + puv/1+ 2] + By [ + p(1 + u)] = 0 (90)

O¢(nsv'1+ u?)+ 0x(nsu) =0 (91)
Jetzt implizieren die Gleichungen
Op = (Op/Op)Owp+ (0p/0s)0ys
— (Op/Op)Ohs — (Op/Os)u(l + ) V/20,8 (92)
ep = (Op/Op)0zp+ (Op/0s)0ys (93)
die Beziehung
uop + V1+u20,p = (Op/Op)(udipn + V14 ud,p)
+ (Op/0s)[—uP(1+u®) "2 + /1 + u?)0,s
(

Op/Op) (ulep + V1 4 u20y 1)
+ (9p/ds)(1 +u?)~1/28,s (94)

Wenn wir die Klammern ausmultiplizieren und (94) benutzen, bekommen wir

[1 4+ (1 + (9p/0p))u?10eps + 2(p + p)udsu
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+(1 4 (Op/8w))u/1 + w28 + (p+ p)(1 + 2u?) (1 4 u?)~28,u
+(0p/Bs)u(l +u*) 1205 =0 (95)
(1+ Op/op)u(l +u*) 20 + (u + p) (1 + 2u%) (1 + u®) " ?0pu
+[0p/0p + (1 + Op/Op)u?)0p s+ 2(p + p)udyu

+(0p/0s)0ys =0 (96)

Wir konnten die Gleichungen nach den zeitlichen Ableitungen von p, u und s
auflésen. Das Ergebnis wire aber so kompliziert, dafl es sich empfiehlt, anders
vorzugehen. Betrachten wir allgemeiner ein System der Form

B0yu + B'o,u =0 (97)

Dieses System ist mit dem System dyu-+Ad,u = 0 Aquivalent, wo A = (B°)~1 B!,
Die Eigenwerte von A sind die Losungen der Gleichung Det(B! — AB°) = 0 und
die Eigenvektoren Losungen der Gleichung Bz = AB%z. Wir kénnen also direkt
mit diesen Gleichungen arbeiten, ohne das urspriingliche System nach den zeit-
lichen Ableitungen aufzulosen. Im Falle der relativistischen Eulergleichungen,
sehen wir leicht, dal u/+/1 4+ u? ein Eigenwert ist, und dafl die verbleibenden
Eigenwerte mit denen des isentropischen Systems identisch sind. Der Eigenvek-
tor, der zum Eigenwert u/+/1 + u? gehort, hat eine ganz analoge Form wie im
nichtrelativistischen Fall, nimlich [~9p/ds,0,0p/0u]T. Es folgt, daB das Sy-
stem fiir diesen Eigenvektor linear entartet ist. Es ist auch leicht zu sehen, dafl
die dritte Komponente der anderen zwei Eigenvektoren veschwinden mufl. Das
bedeutet, dafl das Problem der Bestimmung dieser Eigenvektoren sich auch auf
den isentropischen Spezialfall reduziert.

Die Bestimmung der anderen zwei Eigenvektoren ist eine Rechnung die, ob-
wohl sie elementar ist, sehr lang ist, und wir werden diese Algebra nicht ma-
chen. Die Ergebnisse findet man in einer Arbeit von Chen[l], zumindest fiir
den Fall eines idealen Gases. Das System ist echt nichtlinear fiir die anderen
zwei Eigenvektoren. Daraus bekommt man, wie im nichtrelativistischen Fall
eine Aussage iiber die endliche Lebensdauer von bestimmten Losungen. Die-
ses Beispiel zeigt, wie Rechnungen, die in bekannten Modellbeispielen relativ
einfach sind, in Anwendungen recht aufwendig werden konnen. Es gibt einen
Spezialfall, wo die Rechnung einfach ist, ndmlich wenn « in einem Punkt ver-
schwindet. Dann sind die zwei Eigenwerte ++/9p/0p und die entsprechenden
Eigenvektoren [p + p, +1/0p/0u|*

Wir kehren jetzt zu den klassischen Eulergleichungen zuriick, und zwar zum
isentropischen Fall. Die isentropischen Fulergleichungen sind ein System von
zwei Gleichungen, und deshalb besteht die Moglichkeit, Riemann-Invarianten
einzufiihren, um noch mehr Informationen iiber das Langzeitverhalten der Losun-
gen zu bekommen. Die definierenden Eigenschaften der Riemann-Invarianten
sind in diesem Fall pdr/0p—p'0r/0u = 0, pds/dp+p'ds/Ou = 0. Wir schreiben
hier p’ fiir die Ableitung von p nach p. Diese Gleichungen werden durch folgende
Beziehungen gelost:

ro= u+/(p’(p)/p)dp (98)
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s = u—/(p’(p)/p)dp (99)

Im Falle einer Zustandsgleichung der Form p = Kp("*+1/? mit K und n Kon-
stanten, die wir vom idealen Gas schon kennen, sind die Riemann-Invarianten
u+ K (n+1)p*/™. (Wir haben hier aus Griinden der Bequemlichkeit etwas ande-
re Namen fiir die Konstanten gewihlt als vorher.) Fiir diese Zustandsgleichung
koénnen wir p and w durch r und s ausdriicken:

u = T;rs (100)
» =[] o

Wir betrachten jetzt Losungen, die ausserhalb einer rdumlich kompakten Menge
u = 0 und p = pg erfiillen. Deshalb haben wir

r=—s=K(n+1)p'/" (102)

Da r und s langs der entsprechenden charakteristischen Kurven konstant sind
(so wurden sie ja definiert) bleiben sie beschrinkt fiir jede Losung auf einem
beliebigen Zeitintervall. Daraus folgt, dafl auch p und u beschréankt bleiben.
Dichte oder Geschwindigkeit kann also nicht in endlicher Zeit unendlich werden
(und auch nicht, selbst wenn eine Losung fiir alle Zeit existieren sollte, beliebig
grofl werden). Es besteht aber immer noch die Gefahr, dal p nach endlicher
Zeit gegen Null gehen konnte, so dafli das Modell zusammmenbricht. In dem
Fall wiirde ein Vakuum entstehen. Passiert so etwas wirklich?

2.4 Eine dissipative Gleichung

Bei dissipativen hyperbolischen Gleichungen wie (14) sind globale glatte Losun-
gen viel haufiger als bei den hyperbolischen Erhaltungsgleichungen. Dies werden
wir jetzt an einem Beispiel demonstrieren. Die Gleichung, eine Verallgemeine-
rung von (14), hat die Form

O + ud,u = —au (103)

fiir eine positive Konstante a. Die charakteristischen Kurven werden fiir diese
Gleichung durch dz/dt = u(t, z) gegeben. Lings dieser Kurven gilt Du/Dt =
—au. Die zweite Gleichung kann man explizit 16sen, mit dem Ergebnis u(t) =
u(0)e™ % lings der Kurve. Fiir eine allgemeine charakteristische Kurve bekom-
men wir den Ausdruck

z(t) = a —up(a)a te (104)

Wenn in diesem Ausdruck dz/da immer positiv bleibt, dann existiert die Losung
fiir alle positiven Zeiten, wie im Beweis von Theorem 3. Jetzt

dz/do =1 — up(a)ate (105)
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Wenn das Maximum von v’ kleiner ist als a wird diese Bedingung erfiillt sein.
Wir bekommen also globale Existenz fiir kleine Anfangsdaten, im Gegensatz
zum Fall ohne Dissipation. Fiir kleine Daten fillt die Losung exponentiell ab
fiir t — oo und die charakteristischen Kurven werden senkrecht. Ahnliche Er-
gebnisse gelten auch fiir andere dissipative hyperbolische Gleichungen. Eine aus-
gedehnte Diskussion in einer Raumdimension findet man im vierten Kapitel von
[6].

2.5 Ein Konkretes Beispiel

In diesem Abschnitt versuchen wir, eine bessere Intuition dafiir zu bekommen,
was passiert, wenn eine Losung endliche Lebensdauer hat. Dazu studieren wir
eine spezielle Losung der Burgers-Gleichung mit € = 0. Die Losung gehort zum
Anfangsdatum ug(z) = 1/(1 4+ 22). Daf dieses Anfangsdatum keinen kompak-
ten Tréger hat, und deshalb die Annahmen der Theoreme, die wir bewiesen
haben, nicht erfiillt sind, ist unerheblich. Wenn man diese Funktion fiir ||
grof} abiandern wiirde, um eine Funktion mit kompaktem Triger zu bekommen,
wiirden sich die Ergebnisse nicht wesentlich &ndern.

Um die Zeitentwicklung intuitiv zu verstehen ist es niitzlich, eine bestimmte
graphische Darstellung zu verwenden. Wie sieht der Graph der Funktion u(¢, x)
von z fiir verschiedene Werte von ¢ aus? Diese Kurve in der (z,u)-Ebene ent-
wickelt sich so, als ob jeder Punkt sich waagerecht mit einer Geschwindigkeit
gleich seiner Hohe bewegen wiirde. Da die hoheren Punkte sich schneller bewe-
gen ist es klar, daf sie tiefer gelegene Punkte uberholen werden. Die Kurve in
der (z,u) Ebene bleibt glatt. Sie kann in der Form

(o + up(@)t, ug()) (106)

parametrisiert werden. Der Tangentenvektor zu dieser Kurve in der Ebene hat
die Form (1+ug()t, ug(a)). Dieser Vektor kann nie verschwinden, egal was fiir
glatte Anfangsdaten ug gewahlt werden. Die Kurve selbst bleibt also glatt. Das
Zusammenbrechen der glatten Losung w passiert, wenn der Tangentenvektor
senkrecht wird. Die Bedingung dafiir ist, dal —u{(a) = t~1, eine Bedingung,
die wir schon gesehen haben.

Jetzt konzentrieren wir uns auf die oben angegebenen Anfangsdaten. In die-
sem Fall wird die Kurve durch (a +#(1+ a?)71, (1 + a?)~!) gegeben, und der
Tangentenvektor hat die Form

(1 —2at(1+a*) ™2 —2a(1 +a?)7?) (107)

Der Tangentenvektor wird senkrecht wenn ¢ = (2a)~1(1 + o?)%2. Wir méchten
wissen, wann dies zum ersten Mal eintritt. Dazu mufl das Minimum von (2c) =1 (1+
a?)? fiir @ > 0 berechnet werden. (Fiir & < 0 kann nichts passieren.) Da die
Funktion fiir « — 0 und a — oo gegen unendlich geht, mufl es ein Minimum
geben. Die Ableitung der Funktion verschwindet fiir nur einen positiven Wert
von a, so dal das Minimum eindeutig ist. Das Minimum wird bei a = 1/v/3
erreicht. Dort hat ¢ den Wert ¢, = 8/(3v/3). Der Punkt der (z,u)-Ebene, wo der
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Tangentenvektor senkrecht wird, ist (v/3,3/4). Die zweite Ableitung von ¢ nach
« in diesem Punkt ist gleich 4v/3 und ist also positiv. Nach dem Zeitpunkt t = ¢,
gibt es genau zwei Werte von o wo der Tangentenvektor senkrecht ist. Hier muf}
man ein Bild malen. Eine Taylor-Entwicklung liefert fiir die Umkehrpunkte:

8 1)? .
=2 +2V3 (a— \/§> +O(a —1/V3) (108)

Wenn man diese Beziehung invertiert, bekommt man

1 t 4 t 4
a=—==x4/—7=—-—=-4+0|———= 109
styaaito(aaa) oo
Diese Beziehungen kann man jetzt in die Gleichungen einsetzen, die die Kurve
in der (z,u)-Ebene definieren. Die Umkehrpunkte in der Ebene sind

ro= \/§+O<2f/§—3> (110)
S B VL A (t ﬂ

1T 8 23 9

2v3 9
Hier sehen wir den Unterschied zwischen den Werten von u an den zwei Um-
kehrpunkten. Eine Rechnung in dieser Ordnung reicht aber nicht aus, um die
Werte von x an diesen Punkten zu unterscheiden. Fiir ¢ > t, existiert die klassi-
sche Losung nicht mehr. Trotzdem entwickelt sich die Kurve in der (z, u)-Ebene
weiterhin glatt, und diese Entwicklung liefert Informationen {iber die schwache

Losung, die die klassische Losung fortsetzt. Wir kommen spéter noch darauf
zuriick.

(111)

3 Schwache Lésungen

3.1 Definition und Sprungbedingungen

Es ist schon gesagt worden, dafl es wichtig ist, Losungen von (1) zu betrach-
ten, die nicht stetig differenzierbar sind. Wir haben schon gesehen, dafl es viele
Anfangsdaten gibt mit der Eigenschaft, dafl die ersten Ableitungen der entspre-
chenden Losungen nach endlicher Zeit unbeschréankt werden. Wenn es zu solchen
Anfangsdaten globale Losungen irgendeiner Art geben sollte, dann kénnen diese
keine klassischen Losungen sein. Dabei mufl natiirlich prizisiert werden, was es
iiberhaupt heifit, daf§ eine Funktion, die nicht differenzierbar ist, eine Losung
von (1) ist. Es geht um sogenannte schwache Losungen, im Gegensatz zu klassi-
schen Losungen, die stetig differenzierbar sind, und die Gleichungen punktweise
erfiillen. Der Begriff der schwachen Losung wird mit Hilfe von Integralformen
der Gleichungen definiert. Sei ¢ eine beliebige glatte Funktion auf R xR, deren
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kompakten Triger in (0,7") x R™ enthalten ist. Wenn u eine klassische Losung
von (1) ist, dann gilt folgende Beziehung:

/ (Orpu + 0;pF*(u))dtdr = 0 (112)
RxR"

Diese Beziehung ist sinnvoll fiir u lokal beschrénkt und mefibar. In dem Fall kann
sie als Definition genommen werden, dafl v eine Losung ist. Diese Definition ist
konsistent mit der punktweisen Definition im Falle, dafl u stetig differenzierbar
ist. Sie ist also eine verniinftige Definition einer schwachen Losung.

Um Anfangsdaten zu behandeln, werden beliebige glatte Funktionen mit
kompaktem Triger benutzt (d.h. nicht nur solche, die ihren Triger im Gebiet
t > 0 haben) und (112) wird um einen Term ergénzt, wo das Anfangsdatum
vorkommt:

/ (Orpu + 0;pF* (u))dtdz + (0, 2)ug(z)dz =0 (113)
RxR" R»

Um den Inhalt dieser Definition zu verstehen, ist es niitzlich, Losungen zu
betrachten, die stiickweise glatt sind. Fangen wir mit dem Fall k =1, n =1 an.
Sei eine glatte Kurve durch z = ~(t) definiert. Diese Kurve teilt die Halbebene
t > 0 in zwei offene Gebiete G; und Ga, die durch z < (t) und =z > ~(t)
definiert sind. Wir betrachten klassische Losungen der Gleichung (1) mit k =
n = 1 auf den abgeschlossenen Gebieten G1 und G,. Diese zusammen definieren
eine (im allgemeinen unstetige) Funktion auf dem ganzen Gebiet ¢ > 0. Unter
welchen Bedingungen ist diese Funktion eine schwache Losung von (1)? Mit dem
Theorem von Stokes bekommt man die Beziehung

/0 oA O (Du_ (1) + Flu_ (b))

= /OOO Oty () [ (B)ur (,7(8)) + F(up (t,7(2)))] (114)

fiir alle ¢, wobei u_ bzw. u, die Grenzwerte von u von G1 bzw. G2 kommend
sind. Daraus kann man schlieflen, daf} lings der Kurve

Fluy) = F(u-) =9 (uy —u-) (115)

Diese Bedingung heifit Rankine-Hugoniot-Bedingung und ist eine Beziehung
zwischen dem Sprung in v und der Geschwindigkeit v mit der die Unstetigkeit
propagiert. Wenn wir [u] = uy — u_ und [F(u)] = F(uy) — F(u_) schreiben,
dann ist (115) einfach [F(u)] = ~/[u].

Fiir n > 1 wird die Kurve v durch eine Hyperfliche in R x R™ ersetzt. Diese
Hyperfliche kann in der Form ¥(¢,2) = 0 dargestellt werden. Im eindimen-
sionalen Fall kénnte man ¥(t,z) = x — (¢) nehmen. Die Rankine-Hugoniot-
Bedingung ist im n-dimensionalen Fall

[u]Op ¥ + [F'(u)]0; ¥ =0 (116)
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Diese Bedingung ist invariant unter einer Reskalierung von ¥. Durch eine solche
Reskalierung koénnen wir v; = 0; ¥ zu einer Einheitsvektor machen, vorausge-
setzt, dafl der Vektor 9; ¥ nicht verschwindet. Wenn wir 9; ¥ mit dem gleichen
Faktor reskalieren, und das Ergebnis mit —S bezeichnen, dann hat die Bedin-
gung die Form

Slu] = vi[F" (u)] (117)

Die Unstetigkeit propagiert in Richtung v mit Geschwindigkeit S.

Betrachten wir jetzt den allgemeinen Fall, wo n > 1 und k > 1. Die Bedin-
gung sieht sehr dhnlich aus, ist aber wesentlich verschieden wegen der Tatsache,
das es sich jetzt um eine Vektorgleichung handelt. Das wesentliche kénnen wir
schon im Fall n = 1 sehen, auf den wir uns im Moment konzentrieren werden.
Das Problem ist so etwas wie ein Eigenwertproblem fiir £ mal k& Matrizen, nur
nichtlinear. Wir werden spéter sehen, dafl fiir einen gegebenen Wert von w4 die
moglichen Werte von u_ in vielen Fillen auf einer von £ Hugoniot-Kurven liegen
muf}, zumindest wenn der Sprung nicht zu grof ist. Im Falle eines strikt hyper-
bolischen linearen Systems, handelt es sich wirklich um ein Eigenwertproblem,
und die Hugoniot-Kurven bestehen aus Vektoren, die proportional zu den Ei-
genvektoren der Matrix A sind. In diesem Fall sind die Hugoniot-Kurven und die
Verdiinnungskurven identisch, aber dies ist im nichtlinearen Fall normalerweise
nicht so.

Zur Illustration betrachten wir jetzt die Sprungbedingungen fiir die Euler-
Gleichungen in einer Raumdimension. Diese sind

Slpl = [pu] (118)
Slpu] = [pu® +p] (119)
Slps] = lpsu] (120)

Wir kénnen jetzt Zustéinde (p—, u_, s_) wéhlen und nach Lésungen (p4, u4, s+, 5)
dieser Gleichungen fragen. Es sind drei Gleichungen fiir vier Groflen, aber an-
sonsten ist die Struktur der Losungsmenge nicht offensichtlich. Die Sprungbe-
dingungen fiir die relativistischen Euler-Gleichungen sind

Sl +u?) +pu?] = [(u+puv/1+u?] (121)
S+ puvI+w?] = [uu?+p(l+u?)] (122)

Snsv 1+ u?

Als néchstes kehren wir zu unserem einfachsten Beispiel wieder zuriick und
betrachten einige schwache Losungen der Burgers-Gleichung mit € = 0. Die
Sprungbedingung ergibt:

[nsu] (123)

Sy —us) = (120 —u2) = (D +u)(ug —us)  (124)

so dal S = (1/2)(u4+ + u_). Ein besonders einfacher Fall ist, wenn w, und
u_ konstant sind. Dann ist S auch konstant, und die Unstetigkeit eine Gerade.
Wenn, z. B. u_ = 1 und u4 = 0 ist, und die Unstetigkeit bei ¢ = 0 im Ursprung
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ist, dann wird die Unstetigkeitskurve durch x = t/2 gegeben. Charakteristiken,
die von links und rechts kommen laufen in die Unstetigkeit hinein. Spéter wer-
den wir sehen, daf} dies eine wichtige Eigenschaft von Stolwellen ist. Sie heif}t
Lax-Bedingung. Wenn wir die Rollen von u_ und w4 vertauschen, dann hat
die entsprechende schwache Losung die Eigenschaft, dafl die charakteristischen
Kurven aus der Unstetigkeit kommen. In physikalischen Beispielen, wie im Fall
der Eulergleichungen, ist dieses Verhalten unphysikalisch. Deshalb redet man in
diesem Fall nicht von einer Stowelle. Darauf wird spéter genauer eingegangen.

Das Beispiel zeigt, dafl es zu einem bestimmten unstetigen Anfangsdatum,
ndmlich v = 1 fiir < 0 und u = 0 fiir x > 0, eine globale schwache Losung
gibt. Dann stellt sich die Frage, ob wie im Falle einer klassischen Losung, die
Losung eindeutig durch die Anfangsdaten bestimmt ist. Dies ist nicht der Fall.
Es gibt unendlich viele schwache Losungen mit diesem Anfangsdatum. Sei a > 1
eine reelle Zahl. Betrachten wir die Geraden z = (1/2)(1 —a)t, v = 0, x = at/2.
Sie teilen die Halbebene ¢t > 0 in vier Gebiete. Sei u die Funktion, die kon-
stant ist auf jedem dieser Gebiete und auf den verschiedenen Gebieten, von
links nach rechts, die Werte 1, —a, a und 0 annimmt. Die Funktion wu erfiillt
die Hugoniot-Beziehungen auf allen Unstetigkeitskurven, und ist deshalb eine
schwache Losung der Burgers-Gleichung. Sie hat die gleichen Anfangsdaten fiir
alle Werte von a, und auch die gleichen Anfangsdaten wie die vorher konstru-
ierte Losung mit nur einer Unstetigkeit. Man sollte aber bemerken, daf es eine
Unstetigkeit gibt, wo die Lax-Bedingung nicht erfiillt ist. Dies gibt schon einen
Hinweis darauf, dal man vielleicht durch eine zusétzliche Bedingung die Ein-
deutigkeit wiederherstellen kann.

Eine andere interessante Eigenschaft von schwachen Losungen ist, dafl die
Definition nicht nur von den Differentialgleichungen abhéngt, sondern auch da-
von ab, wie man das System als System von Erhaltungsgleichungen schreibt.
Wenn man die Burgers-Gleichung mit w multipliziert, und v = u? schreibt,
dann bekommt man die Gleichung d;v + 9,(2v%/2/3) = 0. Die Losung dieser
Gleichung, die links von einer Geraden 1 ist und rechts davon 0 hat als Unste-
tigskurve x = (3/2)t. Die Transformation von v zu w liefert also keine schwache
Losung der Burgers-Gleichung. Aus diesem Grund ist Vorsicht immer geboten
wenn man Erhaltungsgleichungen umformt. Die Klasse der schwachen Losungen
bleibt nicht davon unberiihrt.

3.2 Entropiebedingungen

Wie in der Einleitung erwdhnt, sind Systeme von Erhaltungsgleichungen oft
Grenzfille von dissipativen Modellen. Diese Tatsache kann benutzt werden, um
das fehlende Element zu liefern, das die Eindeutigkeit von schwachen Losungen
garantiert. Die zusétzlichen Bedingungen, die dabei entstehen, heiflen Entropie-
bedingungen, da sie im Fall der Eulergleichungen mit der Zunahme der Entropie
zusammenhéngen. In manchen Féllen hat ein System von Erhaltungsgleichungen
ein natiirlich damit verwandtes dissipatives System, das aus den Anwendungen
kommt. Das Musterbeispiel bilden die Navier-Stokes-Gleichungen, die bei den
Eulergleichungen diese Rolle spielen. Man kann allerdings auch mathematische
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Dissipation einfiihren, in dem man mit (1) das dissipative System

Opu + i Oi(F'(u)) = eAu (125)

i=1

assoziiert. Das System (125) hat im allgemeinen keine direkte Interpretation in
den Anwendungen. Sie ist aber theoretisch wichtig bei Fragen, die mit Stof3-
wellen zu tun haben. Ob sie in Féllen, wo die Anwendungen ein natiirliches
dissipatives Modell liefern, zu den gleichen Ergebnissen fiihrt wie das natiirliche
Modell, muf} von Fall zu Fall untersucht werden.

Wie iiblich, werden wir mit der vertrauten Burgers-Gleichung anfangen.
Es lohnt sich, die zeitunabhéingigen Losungen zu bestimmen. Diese erfiillen
ud,u = €d%u. Die allgemeinsten Losungen mit € > 0 sind Translationen der
Losungen u(z) = —Atanh(Axz/e) wo A eine positive reelle Zahl ist. (Negative
Werte von A geben die gleichen Lésungen.) Im Limes € — 0 bei einem festen
Wert von A bekommt man die unstetige Losung der Gleichung fiir e = 0, die
fiir x < 0 den Wert A hat und fiir x > 0 den Wert —A. Wenn wir dies als
zeitunabhéngige Losung der Burgers-Gleichung fiir ¢ = 0 betrachten, ist die
Rankine-Hugoniot-Bedingung erfiillt. Die Bedingung von Lax ist auch erfiillt.
Die schwache Losung, die fiir x < 0 den Wert —A hat und fiir x > 0 den
Wert A und die die Lax-Bedingung verletzt bekommt man nicht. Die dissipati-
ve Naherung trifft also in diesem Fall eine Entscheidung, und zwar zugunsten
der Losung, die die Lax-Bedingung erfiillt. Diese stehenden Stoflwellen kénnen
auch in Bewegung gesetzt werden. Der Ansatz u(t,z) = U(z — ct) fithrt zu
der Gleichung (U — ¢)U’ = eU”. Die Losungen dieser Gleichung bekommt man
durch eine Verschiebung von u in den stehenden Losungen, mit dem Ergebnis
u(z) = —Atanh(Az/e — c¢t) + c¢. Im Limes ¢ — 0 sind die Sprungbedingun-
gen erfiillt. Die hydrodynamische Interpretation dieser Gleichung liefert eine
Erkldrung fiir die Beziehung zwischen den stehenden und laufenden Losungen.
Die Gleichungen sind nédmlich invariant unter Galilei-Tranformationen, wobei u
die Geschwindigkeit der Fliissigkeit darstellt. Es ist auch wichtig zu beobachten,
daf} die asymptotischen Werte der Losungen der dissipativen Gleichungen fiir
x — +oo die Werte der Gleichung fiir e = 0 auf beiden Seiten der Unstetigkeit
sind. Sie erfiillen also die Hugoniot-Bedingungen, Wenn wir diese Lésungen von
weit weg sehen, dann ist durch die Dissipation die Unstetigkeit einfach ein we-
nig ausgeschmiert, wihrend auf grosseren Skalen kaum eine Anderung zu sehen
ist. Die Hugoniot-Bedingung und die Ungleichung u_ > u sind die Spuren auf
grossen Skalen der dissipativen Effekte. Letztere Bedingung ist ein Beispiel einer
Entropiebedingung.

Im allgemeinen koénnten wir sagen, daf eine schwache Losung von (1) eine
Entropielosung ist, oder dafl sie die Entropiebedingung erfiillt, wenn sie in ei-
nem geeigneten Sinne als Grenzwert von Losungen der Gleichung (125) ist. Das
Problem damit ist, dafl unser Ziel war, von den dissipativen Gleichungen wegzu-
kommen. Mit dieser Definition kommt die ganze Komplexitdt der dissipativen
Modelle zuriick. Wir hédtten gern ein einfaches Kriterium fiir Entropielésungen.
Ausserdem sollte das Kriterium nicht nur fiir einfache stiickweise glatte Losun-
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gen einen Sinn haben, was fiir die Lax-Bedingung gilt, sondern fiir allgemeine
schwache Losungen. Als néichstes diskutieren wir ein solches Kriterium, das mit
der Idee der Entropie in der Hydrodynamik verwandt ist. Wir erinnern daran,
dafl eine Funktion U von R"™ nach R konvez heifit wenn die zweite Ableitung
von U positiv semidefinit ist. Wenn die zweite Ableitung positiv definit ist,
heifit U strikt konvex. Eine konvexe Funktion U(u) heit Entropie fiir das Sy-
stem (1) wenn es Funktionen G*(u) gibt, so dal 9;(U(u)) + 9;(G*(u)) = 0 fiir
alle klassischen Losungen u von (1).

0y (U(u)) = DU (u)0yu (126)
= — DU (u) A (u)d;u (127)
= —(DGY)(u)dsu (128)

Aus dieser Rechnung folgt die Beziehung DU (u)A*(u) = DG(u). Im skalaren
Fall £ = 1 ist jede konvexe Funktion eine Entropie, weil es immer Funktionen
G gibt mit (G%)’ = U’ A*. Jede Funtion G ist bis auf eine additive Konstante
eindeutig durch U bestimmt. Im allgemeinen ist die Existenz einer Entropie
eine besondere Eigenschaft des Systems. Trotzdem besitzen viele Systeme, die in
Anwendungen eine Rolle spielen, eine Entropie. Was hat eine solche Entropie mit
dissipativen Naherungen zu tun? Wenn wir die dissipative Burgers-Gleichung so
umformen, wie wir es schon im Spezialfall ¢ = 0 getan haben, dann bekommen
wir:

v + (2/3)0, (v*/?) = ed?v — 2¢(9,pu)? (129)

Fiir € > 0 ist nicht mit unstetigen Losungen zu rechnen, so dafl diese Umformung
unproblematisch ist. Das interessante passiert im Limes ¢ — 0. Es ist namlich so,
obwohl wir es im Moment nicht beweisen, daf in diesem Grenzfall nur der erste
Term auf der Rechten Seite von (129) gegen Null geht, wihrend der zweite einen
negativen Beitrag leistet, der im Grenzfall iiberlebt. Dies ist ein Symptom dafiir,
daf3 nichtlineare Abbildungen im allgemeinen beziiglich schwacher Topologien
nicht stetig sind. Ein konkretes Beispiel dieses Phénomens liefern die expliziten
Losungen, die wir vorhin betrachten haben. Die Frage, ob der Term in (129),
der in den Ableitungen quadratisch ist, schwach gegen Null konvergiert, wird
durch folgende Rechnung negativ beantwortet.

e/qS(a:)e*Q(cosh(x/e))*‘Ld:z: = /¢(ey)(coshy)74dy (130)

Die Gleichung (129) wird im Limes durch eine Ungleichung ersetzt. Wenn wir ei-
ne allgemeinere Entropie genommen hétten, hitten wir einen Term —eU” (9,u)?
bekommen. Das Vorzeichen hier wird durch die Konvexitiat von U bestimmt, die
besagt, dal U” > 0. Dies motiviert die Definition einer Entropielésung.
Definition Eine schwache Losung von (1) heiflt Entropieldsung wenn fiir jede
Entropie U mit entsprechenden Fliissen G* die Ungleichung

3y (U (u)) + 9;(G"(u)) <0 (131)
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im schwachen Sinn gilt. Dies bedeutet, daf fiir jede nichtnegative glatte Funktion
¢ mit kompaktem Trager folgende Ungleichung erfiillt ist:

/ (0,8U (1) + Di6G (w))dtde + | 6(0,2)U (uo)(x)dz =0 (132)
RxR™ R

Eine mathematische Entropie in diesem Sinne nimmt nie zu, wihrend die phy-
sikalische Entropie in der Hydrodynamik nie abnimmt. Dies ist blof} eine Frage
der Konventionen, und hat keine tiefere Bedeutung. Die Entropielésungen sind
die ausgezeichneten schwachen Losungen, nach denen wir gesucht haben. Wir
weisen darauf hin, dafl die Boltzmann-Entropie, die wir fiir das Carleman-Modell
eingefiihrt haben, keine Entropie in diesem Sinne ist, obwohl beide durch den
gleichen physikalischen Begriff motiviert sind.

Wir betrachten jetzt stiickweise glatte Losungen einer skalaren Erhaltungs-
gleichung in einer Raumdimension mit einer strikt konvexen Funktion F. Es ist
schon, dafl es fiir eine skalare Gleichung so viele Entropien gibt. Damit héngt
aber scheinbar ein Nachteil zusammen. Man mufl ndmlich, um nachzuweisen, dafl
eine Funktion eine Entropielosung ist, unendlich viele Bedingungen nachweisen.
Diese Gefahr wird durch folgendes Theorem fiir stiickweise glatte Losungen im
eindimensionalen Fall abgewendet.

Theorem 6 Sei F' : R — R eine strikt konvexe Funktion und w eine stiick-
weise glatte schwache Losung von (1). Wenn u die Entropiebedingung fiir eine
strikt konvexe Entropie U erfiillt, dann erfiillt sie die Entropiebedingung fiir
jede Entropie, und ist damit eine Entropielosung.

Beweis Sowie man die Rankine-Hugoniot-Bedingung aus der schwachen Form
der Gleichung herleitet, kann man aus der Entropiebedingung eine Ungleichung
fiir die Spriinge der entsprechenden Entropien herleiten. Die Ungleichung ist

[G(w)] < +'[U(u)] (133)

Es ist umgekehrt so, da3 wenn, fiir eine stiickweise glatte Losung, die Unglei-
chung (133) fiir eine Entropie erfiillt ist, die Entropiebedingung fiir diese Entro-
pie gilt. Die Kombination der Ungleichung (133) mit der Rankine-Hugoniot-
Bedingung liefert:

W[U(“” —U(u-)] = [Guy) = G(u)] >0 (134)
Fiir einen festen Wert von u_ sei

[U(v) = Ulu)] = [G(v) = G(u)] (135)

Dann ist Ey(uy) > 0 und lim,,, ., Ey(uq) = 0. Jetzt wird die Ableitung der
Funktion Ey berechnet.
F')(o —u_) = F(v) + Fu)

Ey(v) = " V() - Uu-)

Ew) = Flu)g1) - 6r(0) (136)

V—U-
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Mit der Beziehung G’ = U’F’ kénnen wir die letzten zwei Terme in der Form

U'(v)

V—U—

[F(v) = F(u-) = (v —u_)F'(v)] (137)

schreiben. Deshalb ist
Ulu-) — U(v) = U' () (u — )

By (w) = —[F(u_) — Fo) — (u_ — ) F'(w)]|

(v—u_)?
(138)
Da F' strikt konvex ist, ist
Flu_)—=F@)— (u—- —v)F'(v) >0 (139)
und da U konvex ist, ist
Ulu_)—=Uw) - (u_ —v)U'(v) >0 (140)

Deshalb impliziert die Konvexitdt von U, dafl fir v # u_ die Ungleichung
E{;(v) <0. Wenn U strikt konvex ist dann gilt Ej, < 0. Deshalb ist, wenn Uy
strikt konvex ist, u4 < u_ wenn und nur wenn Ey, (u4) > 0. Wenn U irgendeine
Entropie ist (und infolgedessen konvex) impliziert u < u_ dafi Ey(us) > 0.
Die Entropiebedingung fiir U ist dquivalent mit der Bedingung Ey(uy) > 0.
Diese Aussagen zusammen liefern die Aussage des Theorems.

Es folgt aus diesem Beweis, dafl unter der Bedingung, dafl die Funktion F' strikt
konvex ist, eine Unstetigkeit die Entropiebedingung erfiillt ist wenn und nur
wenn uy < u_. Die Lax-Bedingung lautet

Fl(us) =y > F'(uy) (141)

Der Zwischenwertsatz impliziert, dal v = F’(u.) mit u, zwischen u_ und
u4. Die strikte Konvexitdt von F zeigt dann, dafl die Lax-Bedingung genau
dann erfiillt ist, wenn uy < u_. Auf diese Weise wird eine Beziehung zwischen
Entropielosungen und der Lax-Bedingung hergestellt.

Wir haben jetzt eine Bestétigung fiir die Lax-Bedingung im Falle einer ska-
laren Gleichung.

3.3 Entropie und symmetrisch hyperbolische Systeme

Es ist schon gesagt worden, dafl; wihrend es fiir eine skalare Gleichung immer
Entropien gibt, ein System von Erhaltungsgleichungen im allgemeinen keine
Entropie zu besitzen braucht. Um eine Entropie zu erhalten, mufl man ein Sy-
stem von nk Gleichungen fiir £+ 1 Funktionen 16sen. Um eine Chance zu haben
im allgemeinen mufl man n + 1 > nk verlangen, d.h. n(k — 1) < 1. Dies ist nur
moglich, wenn k& = 1 ist oder n = 1 und k£ = 2. Trotzdem haben Systeme, die
in Anwendungen vorkommen, meistens eine Entropie. Wir kénnen hier keine
Erkldrung fiir diesen Umstand anbieten. In diesem Abschnitt wird eine Bezie-
hung zu einer anderen Eigenschaft hergestellt, die auch in den Anwendungen
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iiberraschend héufig vorkommt. Dieser Abschnitt befasst sich ausschliellich mit
klassischen Losungen. Im néchsten Abschnitt geht es dann mit der Entwicklung
der Theorie der schwachen Losungen weiter.

Die andere Eigenschaft von Systemen, die hier betrachtet werden soll, ist
daf} sie symmetrisierbar sind. Das System

Opu+ A (u)0u = 0 (142)

heiflt symmetrisch hyperbolisch wenn die Matrizen A’(u) symmetrisch sind. Das
System heifit symmetrisierbar wenn es eine glatte matrixwertige Funktion R(u)
gibt mit der Eigenschaft daf fiir alle u die Matrizen R(u) und R(u)A%(u) sym-
metrisch sind und R(u) positiv definit ist. Wenn wir jetzt die urspriingliche
Gleichung von links mit R(u) multiplizieren, bekommen wir

R(u)du + R(u)A*(u)diu = 0 (143)

Die Eigenschaften von R(u) wurden so gewiihlt, so dafl das neue System die
allgemeine Definition eines symmetrisch hyperbolischen Systems erfiillt. Es ist
deshalb niitzlich, wenn ein System symmetrisierbar ist, weil man in dem Fall
die lokale Existenz und Eindeutigkeit einer klassischen Losung beweisen kann.
Ein symmetrisierbares System muf} die Strukturbedingung (*) nicht unbedingt
erfiillen. Es gibt trotzdem eine enge Beziehung zwischen diesen Eigenschaften.
Wenn ein System symmetrisierbar ist, sind die Eigenwerte des Symbols reell,
und es gibt ein vollstdndiges System von Eigenvektoren. Nur die Aussage iiber
die Glattheit fehlt, um (*) zu bekommen.

Jetzt wird gezeigt, wie die Symmetrisierbarkeit eines Systems von Erhal-
tungsgleichungen mit der Existenz einer Entropie zusammenhéngt. Zu diesem
Zweck ist es niitzlich, die Gleichungen in Komponenten auszuschreiben. Die
erste Gleichung bekommmt die Gestalt

Aul + A“J(uK)&-u‘] =0 (144)

Es sei daran erinnert, dafl im Falle eines Systems von Erhaltungsgleichungen, die
Koeffizienten von der Form A" ; = 9F /0u’ sind. Die Symmetriebedingung
lautet dann OF /ou’ = OF" /Ou’. Aus dem Poincaré-Lemma folgt (lokal im
Raum der Unbekannten), dafl es Funktionen H® gibt mit F*/ = 9H®/0ul. Jetzt
sei U die strikt konvexe Funktion, die durch U(u) = (1/2) Y, (u’)? definiert
ist. Wie jetzt gezeigt wird, ist diese Funktion eine Entropie mit Fliissen G =
>, Filul — H. Wir haben

OiH' = (0H'/ou" o' =Y Fou’ (145)
I I
und
0:G" = Y [0iF"u + Fou’ — PP ol
I
= Y oF7 (146)
I
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Deshalb ist
U (u) + 0;(G'(u Zu [Oeu! + 8;(F (u))] =0 (147)

Das néchste Theorem betrifft symmetrisierbare Systeme.

Theorem 7 Sei U eine strikt konvexe Funktion. Eine notwendige und hin-
reichende Bedingung dafiir, dal U eine Entropie fiir ein System von Erhal-
tungsgleichungen der Form (142) ist, ist daf§ die Matrizen mit Komponenten
(02U ) oul our) A fiir alle 4 symmetrisch sind.

Proof Die Grée 92U/0u’Ou’ ist symmetrisch und positiv definit, da U strikt
konvex ist. Da U eine Entropie ist, gilt die Beziehung oU/0u! A* ; = 0G?/ou”.
Wenn wir diese Gleichung nach u ableiten, bekommen wir:

902Gt Jou’ ul — (U Jou)0* FL Jou’ oul = (0°U/ou! our) A (148)

Die linke Seite ist symmetrisch in den Indizes J und K und deshalb muf} die
rechte Seite die gleiche Eigenschaft haben. Umgekehrt, impliziert die Symme-
triebedingung, dal der Ausdruck 9/0u® (oU/0ou! A ;) in J und K symmetrisch
ist. Mit Poincaré schliet man daraus, dal es Funktionen G* gibt derart, dafl
0G* Jou’ = 0U /oul A ;. Damit ist das Theorem bewiesen.

Dieses Theorem zeigt, dafl die Existenz einer konvexen Entropie impliziert, dafl
(142) symmetrisierbar ist, mit der Wahl R = D?U.

Es gibt eine andere Moglichkeit, um zu versuchen, aus dem System (142)
ein symmetrisch hyperbolisches System zu produzieren, ndmlich durch eine Va-
riablentranformation. Sei v/ = ®/(u”) mit u! = ¥!(v’). Dann impliziert (142)
das System

(U /9T ) (v)0v” 4+ A 7 (W (v)) (0T /0T (v)div" =0 (149)

Wenn DU symmetrisch und positiv definit ist und A*DW¥ symmetrisch fiir alle
i, dann bekommen wir ein symmetrisch hyperbolisches System. Die Existenz
einer Transformation ¥ mit diesen Eigenschaften ist 4quivalent mit der Existenz
einer strikt konvexen Entropie, wie wir jetzt zeigen. Wir nehmen an, dafl eine
solche Abbildung existiert, mit der inversen Abbildung ®. Die Symmetrie der
Ableitung DV impliziert, daB W/ = dq/0v! fiir eine Abbildung ¢ : R* — R.
Die Symmetrie von A*(¥(v))D¥(v) = D(F (¥ (v))) zeigt, dal es Funktionen p;
gibt mit der Eigenschaft, dal F*/(¥(v)) = (dp;/0v!)(v). Die Tatsache, da D¥
positiv definit ist, impliziert daf ¢ strikt konvex ist. Sei

3! —a2)

Gi(u) = Zqﬂ VE (1) — py(®(u)) (150)

Ul(u)

In dem wir diese Beziehungen differenzieren, bekommen wir

OU/ou)(u) = @'(u)+ (907 /0u")(w)u” — (9g/0v”)(®(u)) (07 /Ou’)(u)
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= ®'(u)
(0G" fou")(u) = Y1097 /0u) (W) F* (u) + &7 (u)(OF" /0u’) (w)]
J

—(9pi/0u”)(@(u) (927 /0u’ ) (u))
= > o/ (w)(@F" Jou")(u) (151)

J

Aus diesen Gleichungen geht hervor, da8 U eine Entropie ist, mit Fliissen G*(u).
Ausserdem ist

2*U/oulou’ = (0®! Jou’) ™! (152)
so dafl U strikt konvex ist.
Wenn, umgekehrt, U eine strikt konvexe Entropie ist, definieren wir v/ =
®!(u) = OU/Ou! und
Z o'W (v) = U(¥(v))

Z VTP (B(0)) — G (T (v)) (153)

L=
—
e
~
Il

=3
S
=
<
~—
Il

Die Ableitung nach v liefert:

dq/ov! = +Z @97 Jov") — (8U /ou’ ) (007 o))
= V()
opi/ov’ = FT(U()+ > v’ (0F jou") (0" Jou”)
f(aGi/auK)(g‘\PK/&)I)
= FI(w(v)) (154)

Wir sehen, dafl die Variablentransformation ein symmetrisches System produ-
ziert, da die Matrizen, die symmetrisch sein sollen, die Matrizen der zweiten
Ableitungen von p und ¢; sind. Die Matrix, die positiv definit sein soll, hat diese
Eigenschaft, weil die Matrix der zweiten Ableitungen von U sie hat.

3.4 Gesetz der gleichen Flichen

In einem fritheren Abschnitt haben wir ein konkretes Beispiel einer Losung der
Burgers-Gleichung gerechnet. Wir konnten aber nichts dariiber aussagen, was
passiert, nachdem die klassische Losung aufhort. Es ist moglich mit Hilfe des
Gesetzes der gleichen Flichen weiterzukommen. Wir betrachten wieder die Kur-
ve, die sich in der (x,u)-Ebene entwickelt. Sie teilt die Halbebene u > 0 in zwei
Komponenten. Die Komponente, die den Ursprung enthélt nennen wir die er-
ste Komponente. Diese erste Komponente liegt unterhalb der Kurve, so lange
eine klassische Losung existiert. Die Burgers-Gleichung impliziert, daf§ die Ge-
samtflache der ersten Komponente zeitunabhéingig ist. So lange die klassische
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Losung existiert ist diese Aussage der iibliche Erhaltungssatz fiir die Burgers-
Gleichung. (Zwar hat die Losung, die wir jetzt betrachten, keinen rdumlich kom-
pakten Triger. Sie fillt aber im Unendlichen schnell genug ab, damit man die
analoge Rechnung leicht rechtfertigen kann.) Nach ¢ = ¢, brauchen wir ein an-
deres Argument. Die erste Komponente ist eine Vereinigung von horizontalen
Geraden. Jede Gerade behilt im Laufe der Zeitentwicklung ihre Lénge, da bei-
de Enden sich mit der gleichen Geschwindigkeit (Hohe der Geraden) bewegen.
Nennen wir die Endpunkte z;(u) und x2(u). Dann ist die Fldche, fir die wir
uns interessieren fol 21(u) — x2(u)du, und hingt nicht von ¢ ab.

Jetzt wird eine unstetige Funktion folgendermassen konstruiert. Wir wéhlen
eine Kurve x = ~v(¢) in der (¢,z)-Ebene. Fiir t > ¢, gibt es Punkte z so daf
mehrere Punkte auf der Lésungskurve von der Form (x, u) sind. Es sind entweder
zwei oder drei Punkte. Wir schreiben u_ (¢, z) fiir den grofiten Wert, der dabei
vorkommt, und uy (¢, z) fiir den kleinsten. Wenn es nur einen mdoglichen Wert
von u zu einem gegebenen Wert von x gibt, dann ist u_ = w4 dort. Jetzt
definieren wir:

Sl
—

t,x) = u_(t,z), z<v() (155)
(t,z) = up(t,z), x>~(t) (156)

Sl

Wo diese Funktion stetig ist, erfiillt sie die Burgers-Gleichung. Jetzt mufl nur
noch kontrolliert werden, unter welchen Umsténden die Sprungbedingung erfiillt
ist. Diese Sprungbedingung wird genau dann gelten, wenn die Gesamtfldche un-
ter der Kurve u = @(t, ) konstant ist. Wenn die urspriingliche Kurve durch die
unstetige ersetzt wird, dann wird ein Stiick von der Fliche weggenommen, und
ein Stiick hinzugefiigt. Damit die Sprungbedingung erfiillt ist, miissen diese zwei
Stiicke gleich grof sein. Dies ist das Gesetz der gleichen Flichen. Sie bestimmt
eine eindeutige Kurve v(t). Auf diese Weise, bekommen wir eine globale schwa-
che Losung, die die urspriingliche klassische Losung fortsetzt. Da u_ > uy ist
an der Sprungstelle, ist diese Losung auch eine Entropielosung.

Die Grofle des Sprungs geht gegen Null wenn ¢ — ¢, von oben. Die Geschwin-
digkeit der Stoflwelle konvergiert gegen die charakteristische Geschwindigkeit,
némlich den Grenzwert von u von ¢ < t, kommend. Auf dieser Weise bekommen
wir ein genaues Bild der Situation, wo eine Unstetigkeit in dieser Losung ent-
steht. Wir wissen allerdings nicht, ob diese schwache Losung die einzige Entro-
pielosung mit den gegebenen Anfangsdaten ist. Es gibt einen Eindeutigkeitssatz
der zeigt daf dies der Fall ist.

3.5 Das Riemann-Problem

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, wie eine Stofwelle entstehen kann. Was
passiert nun wenn eine Losung zwei StofSwellen enthélt, und diese aufeinander
treffen? Ist es moglich, die Wechselwirkung zu beschreiben? Die einfachste Si-
tuation ist, wenn man eine stiickweise konstante Losung der Burgers-Gleichung
hat. Die Unstetigkeiten liegen dann auf Geraden. Nehmen wir an, daf§ die Un-
stetigkeitskurven die Form x = ¢t — 1 und x = 1 — ¢ haben. Zunéchst wird eine
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Losung nur auf dem Gebiet ¢t < 1 definiert. Wenn die konstanten Werte auf den
drei Gebieten von links nach rechts 2, 0 und —2 sind, sind die Sprungbedingun-
gen und Lax-Bedingungen erfiillt. Es handelt sich also um eine Entropielésung.
Was passiert fiir £ > 17 Die Anfangsdaten bei ¢t = 1 sind 2 fiir z < 0 und —2 fir
x > 0. Wir wissen, wie eine entsprechende Entropielosung konstruiert werden
kann. Diese Losung hat eine Unstetigkeit bei = 0, den Wert 2 fiir z < 0 und
den Wert —2 fiir x > 0. In diesem Fall verschmelzen die Stolwellen. Es konnen
aber auch kompliziertere Dinge passieren.

Diese Diskussion motiviert die Untersuchung des Riemann-Problems, wo
man versucht, schwache Losungen eines Systems von Erhaltungsgleichungen in
einer Raumdimension zu Daten von einem sehr speziellen Typ zu finden. Sie
sind von der Form w = u_ fiir x < 0 und v = uy fir x > 0, wo u_ und uy
konstant sind. Man kann sich vorstellen, dafl diese Daten durch das Zusammen-
treffen zweier Stoflwellen entstehen, wie im Beispiel. Man kann aber auch die
vorgeschichte der Losung vergessen, und das Riemann-Problem fiir sich betrach-
ten. Das Riemann-Problem ist auch in einem anderen Zusammenhang wichtig.
Das Auftreten von Unstetigkeiten in Losungen von Erhaltungsgleichungen ist
ein grofles Problem, wenn man diese numerisch berechnen moéchte. Herkomm-
liche numerische Methoden, die fiir die Berechnung von glatten Losungen gut
sind, konnen oft schlecht mit unstetigen Losungen fertig werden. Deshalb hat
man besondere numerische Methoden entwickelt, um Losungen mit Stofiwellen
verlaflich und genau berechnen zu kénnen. Manche benutzen die Theorie des
Riemann-Problems wesentlich. Es gibt auch eine wichtige Methode, um Exi-
stenzsiitze zu beweisen (die Methode von Glimm), wo das Riemann-Problem
eine zentrale Rolle spielt.

FEine wichtige Einsicht in die Struktur des Riemann-Problems wird gewon-
nen, wenn man die Eindeutigkeit der Losung fiir vorgeschriebene Anfangsdaten
annimmt, und versucht daraus Schliisse zu ziehen. Wenn u(t, z) eine Losung
von (1) ist mit Anfangsdatum ug(z) und a eine Konstante, ist u(at,ax) eine
Losung mit Anfangsdatum ug(ax). Nun sind die Anfangsdaten fiir das Riemann-
Problem unter dieser Transformation invariant. Als eine Folge der Eindeutigkeit,
miissen die entsprechenden Losungen die gleiche Eigenschaft haben. Selbst wenn
wir nichts {iber Eindeutigkeit wissen, konnen wir uns durch diese Beobachtung
dazu inspirieren lassen, Losungen zu suchen, die diese Invarianz haben. Auf die-
se Weise, werden wir dazu gefiihrt, Lésungen der Form u(t,x) = U(t/x) zu be-
trachten. Diese Losungen sind offenbar einfache Wellen. Die allgemeine Theorie
von einfachen Wellen impliziert, dafy das Bild von U in einer Verdiinnungskurve
liegt. Diese Losungen sind in der Tat die schon erwdhnten Verdiinnungswellen.
Wenn wir o = t/x in die allgemeine Formel einsetzen, sehen wir, daf /¢ ein
Eigenwert von A(U(t/x) sein mufl. Z. B. im Falle der Burgers-Gleichung be-
kommen wir die Beziehung u(t,z) = U(t/x) = z/t. Diese Losung kann benutzt
werden, um das Riemann-Problem fiir die Burgers-Gleichung zu lésen im Fall
wo u_ < u4. Die Losung ist:

u(t,z) = wu_, z<u_t (157)
u(t,z) = xft, u_t <z <uyt (158)

40



u(t,z) = wuy, x>uyt (159)

Sie ist stetig und erfiillt deshalb automatisch die Sprungbedingungen (es gibt
keine Spriinge) und die Entropiebedingung. Damit eine solche Formel tatséichlich
eine Losung definiert, mufl u eine steigende Funktion von x sein bei einem festen
Wert von t. Deshalb existiert eine solche Losung nur unter der Einschréankung
u_ < u4. Im allgemeinen haben die Verdiinnungskurven eine ausgezeichnete
Orientierung, vorausgesetzt, dafl das System fiir den entsprechenden Eigenvek-
tor echt nichtlinear ist. Wenn wir die Konvention so festlegen, dafl die positive
Orientierung so ist, dafl der Eigenwert in dieser Richtung zunimmt, dann bekom-
men wir folgende allgemeine Regel: um eine Verdiinnungswelle zu konstruieren,
die die konstanten Zusténde u_ und w4 miteinander verbindet, muf} es moglich
sein von u_ nach u lings einer positiv orientierten Verdiinnungskurve zu kom-
men.

Wenn u_ > uy kann das Riemann-Problem fiir die Burgers-Gleichung durch
eine StoBwelle mit Geschwindigkeit (1/2)(u— + uy) gelost werden. Da der Fall
mit u_ = w4 trivial zu 16sen ist, haben wir jetzt Losungen zu allen Daten fiir das
Riemann-Problem im Fall der Burgers-Gleichung. Fiir andere Gleichungen kann
die Situation viel komplizierter sein. Z. B., kann es notwendig sein, Stoflwellen
mit Verdiinnungswellen zu kombinieren.

3.6 Die Hugoniot-Kurven

Ziel dieses Abschnittes ist es, allgemeine Aussagen iiber das Verhalten der
Hugoniot-Kurven herzuleiten. Diese betreffen hauptséichlich den Fall von schwa-
chen Stowellen, d.h. den Fall, wo die Spriinge klein sind. Wir betrachten ein
strikt hyperbolisches System in einer Raumdimension. Die Rankine-Hugoniot-
Bedingung ist [F'(u)] = S[u]. Wir halten u_ fest und versuchen u; und S zu
finden, so dafi die Sprungbedingungen erfiillt sind. Es gibt k& Gleichungen fiir
k 4+ 1 Unbekannten und es ist verniinftig, eine eindimensionale Loésungsmen-
ge zu erwarten. Wir werden in der Tat sehen, dafl der Teil dieser Menge, wo
u4 hinreichend nahe bei u_ ist, eine Vereinigung von k Kurven ist. Nehmen
wir an, wir hétten eine solche Kurve, parametrisiert durch 6. Die Kurve ist
dann von der Form (uy (), S(0)). Sei u4(0) = u_. Wenn die Sprungbedin-
gung nach 6 differenziert wird, und anschlieBend 6 = 0 gesetzt, ist das Ergebnis
A(u_)u, = S(0)u!_. Deshalb ist S(0) einer der k Eigenwerte von A und u/_ ein
entsprechender Eigenvektor.

Jetzt wird der Spie umgedreht. Es wird gezeigt, dafl es zu jedem Eigenwert
A von A(u_) eine glatte Kurve uy(0) mit u4(0) = u— und eine reellwertige
Funktion S(€) mit S(0) = A gibt, so dafl die Hugoniot-Bedingung auf diesen
Kurven erfiillt ist. Fiir uy in einer hinreichend kleinen Umgebung von u_ ist
sie nur auf diesen Kurven erfiillt. Dazu wird der Satz {iber implizite Funktionen
verwendet.

Der Sprung in F(u) kann in folgender Form geschrieben werden:

1
Fluy) - Flu_) = / LR+ s(us —u))ds
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_ (/01 Alu_ + s(uy — u_))ds> (uy —u_) (160)

Mit der Definition .
A(u,v) = / A(u+ s(v —u))ds (161)
0

kann die Sprungbedingung in der Form
(Alu—,uy) = S(u—,uy))(uy —u_) =0 (162)

geschrieben werden. Die Funktion A(u_,u_) = A(u_) hat k verschiedene Ei-
genwerte Aj(u_) < ... < Ag(u_). Deshalb hat A(u_,u,) die gleiche Eigenschaft
fiir uy in einer Umgebung von u_, weil paarweise verschiedene Eigenwerte ei-
ner Matrix, die glatt von einem Parameter abhéngt, auch glatt vom Parameter
abhéngen. Seien l;(u_,u4) die dazugehorigen dualen Eigenvektoren, d.h. die
Losungen der Gleichung I;(u_,uy)T A(u_,uy) = N(u_,uy)l;(u_,uy)?. Die
Hugoniot-Bedingungen sind mit folgenden Bedingungen dquivalent:

S(u—,uy) = N(u—,uq) (163)
Gluoyup) (uy —us) = 0, j#i (164)

Die erste Gleichungen zeigt, daf§ S glatt von uy abhéngt. Die anderen Glei-
chungen sind k£ — 1 Bedingungen fiir £ Groflen. Die Linearisierung dieses Glei-
chungssystems um w_ ist surjektiv, da die [; linear unabhéngig sind. Mit dem
Satz iiber implizite Funktionen schliefen wir, dafl die Losung fiir einen festen
Wert von ¢ eine Glatte Kurve ist. Damit ist die Existenz der Hugoniot-Kurven
bewiesen.

Wir haben schon gesehen, dal die Hugoniot-Kurve und die Verdiinnungs-
kurve durch u_, die zum gleichen Eigenwert \;(u_) gehéren, tangential sind -
sie haben beide einen Tangentenvektor proportional zu r;(u—). Es ist moglich
noch detailliertere Informationen iiber das Verhalten dieser Kurven in der Néhe
von u_ zu bekommen. Sei ¥;(#) die Hugoniot-Kurve zu \;, so parametrisiert,
da ¥;(0) = u_ und ¥}(0) = r;(u—). Um die Notation zu vereinfachen, sei

A;(0) = A(¥i(9)) (165)
Si(0) = Ai(u_,¥(0)) (166)

Die Ableitung der Sprungbedinging S;(¥; —u_) = F(¥;) — F(u_) nach 6 liefert
S:(\Ifz — U,> + Sﬂl’; = AZ\IJ; (167)

und
SHU; —u_) + 2505 + S0 = AJW) + A, 07 (168)

Wenn wir in der letzten Beziehung 6 = 0 setzen, erhalten wir

(Aiu) = Xi(u_))W(0) = =A;(0)ri(u-) + 25 (u—)ri(u-) (169)
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Andererseits liefert die Ableitung der Beziehung A;r;(¥;) = X\ (¥;)r;(¥;) die
Gleichung

und fiir 6 =0
(Ai(u_) = Xi(u_))Dri(u_)-ri(u_)+ A;(0)r;(u_) — DXj(u_) -ri(u_) -r;(u_) =0
(171)
Wenn wir (171) von (169) subtrahieren, bekommen wir
(Aiu-) = Xi(u_))(¥7(0) = Dri(u-) - ri(u-)) (172)
+DNi(u_) - ri(u) - ri(u_) = 25(0)r;(u_)
Multiplikation von links mit ;(u_)7 gibt
§1(0) = (1/2)DAi(u_) - ri(u) (173)

Diese Beziehung kann jetzt in (172) eingesetzt werden, mit dem Ergebnis
(Ai(u_) = Xi(u_))(¥7(0) = Dri(u_) -ri(u_)) =0 (174)
Daraus folgt die Existenz einer reellen Zahl G derart, daf3
U7 (0) = Dri(u_)-ri(u_) + Bri(u_) (175)

Jetzt fithren wir einen neuen Parameter € durch die Beziehung § = ¢ — (1/2)3¢2
ein. Dann ist

Si(u_, Wi(€)) = Ni(u_) + (¢/2)DXs(u_) -5 (u_) + O(€?) (176)
und
Ui(e) =u_ +eri(u_) + (€2/2)Dri(u_) - ri(u_) + O(€?) (177)
Ausserdem ist
Ai(W(e) = Ni(u_) + eDXi(u) - ri(u_) + O(€?) (178)
und
Si(u—, Wi(e)) = (1/2)(Ni(u-) + Xi(¥i(e))) + O(e?) (179)

Wir sehen, daB, bis auf einen Rest der Ordnung €2, die Propagationsgeschwindig-
keit der Unstetigkeit mit dem Mittelwert der Charakteristischen Geschwindig-
keiten auf beiden Seiten der Unstetigkeit iibereinstimmt, wenn die Unstetigkeit
klein ist. Die Entwicklung fiir ¥; zeigt, dafl eine Hugoniot-Kurve und die ent-
sprechende Verdiinnungskurve bis zur zweiten Ordnung in e iibereinstimmen.
Dies verschirft die Aussage, dafl diese Kurven tangential sind.

In einem fritheren Abschnitt wurde gezeigt, wie die Lax-Bedingung im Falle
einer skalaren Gleichung durch eine dissipative Ndherung gerechtfertigt wer-
den kann. Fiir ein System in einer Dimension wire es viel schwieriger, et-
was entsprechendes zu tun. Wir kénnen aber zumindest eine Lax-Bedingung
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fiir ein strikt hyperbolisches System definieren, und als Auswahlkriterium fiir
Losungen verwenden. Die Bedingung ist wieder von der Art, da Charakteri-
stiken nicht aus Unstetigkeiten herauskommen sollten. Die Bedingung kann fol-
gendermaflen algebraisch ausgedriickt werden. Wenn wir eine Unstetigkeit mit
Zusténden u_ (¢, x) bzw. u (¢, z) links bzw. rechts der Unstetigkeit haben, dann
soll Aj(u—) > Si(u_,uy) > N(uy), wo u— und uy durch die i-te Hugoniot-
Kurve verbunden werden, und S;(u_,uy) die entsprechende Geschwindigkeit
der Unstetigkeit ist. Dies kann auch geometrisch durch eine Orientierung der
Hugoniot-Kurven berticksichtigt werden. Wir orientieren diese Kurven so, dafl
die positive Richtung die ist, wo der entsprechende Eigenwert abnimmt. Dann
muf}, damit die Lax-Bedingung gilt, das Stiick der Hugoniot-Kurve, die u_ mit
uy verbindet, positiv orientiert sein.

3.7 Das Riemann-Problem in einem Beispiel

In diesem Abschnitt wird das Riemann-Problem in einem Beispiel gelost. Fol-
gendes System kommt aus der Chromatographie.

Oyuy + 630(’[11/(1 + u + ’U,Q)) = 0 (180)
Orug + 0z(u2/(1 + uy + UQ)) =0 (181)

Wegen der Interpretation miissen u; und wy positiv sein. Die Eigenwerte von
A(u) sind

M) = 1/(14up + up)? (182)
/\Q(U) = 1/(1 + uy +U/2) (183)

mit entsprechenden Eigenvektoren

ri(w) = (uf +u3)?(—ur, —u) (184)
ra(u) = (1/vV2)(1,-1) (185)

Das System ist echt nichtlinear fiir den ersten Eigenvektor und linear entartet
fiir den zweiten. Die Verdiinnungskurven sind von der Form w + ory(u) und
u + orz(u). Sie sind also Geraden in der u - Ebene. In diesem Beispiel sind die
Hugoniot-Kurven und die Verdiinnungskurven identisch. Dies ist nicht typisch,
sondern eine spezielle Eigenschaft dieses Systems. Wenn uy und u_ auf einer
Verdiinnungskurve liegen, dann ist:

1
Fluy)— Fu) = /O (d/dt)(F(tus + (1 — t)u_))dt
_ /0 DF(tus + (1 — t)u_)(uy —u_)dt

_ U;Ai(mﬂl—t)u)dt (uy —u_)  (186)
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wo A; der entsprechende Eigenwert ist. Es ist zu beachten, daf3, obwohl die
Verdiinnungskurven und Hugoniot-Kurven aufeinanderliegen, die ausgezeichne-
ten Orientierungen dieser Kurven, die in fritheren Abschnitten im echt nicht-
linearen Fall definiert wurden, fiir den ersten Eigenvektor hier entgegengesetzt
sind.

Da das System fiir den zweiten Eigenvektor linear entartet ist, sind die Unste-
tigkeiten, die mit diesem Eigenwert verbunden sind, keine richtigen Stofwellen.
Es gibt auch keine Verdiinnungswellen, die mit diesem Eigenvektor verbunden
sind. Die Unstetigkeiten in diesem Fall heiflen Kontakt-Diskontinuitdten und be-
wegen sich mit einer Geschwindigkeit, die durch den entsprechenden Eigenwert
gegeben wird. Dir Grofle des Sprungs wird durch die Hugoniot-Bedingung nicht
eingeschriankt, und es gibt keine ausgezeichnete Orientierung fiir diese Kurven.

Jetzt mochten wir das Riemann-Problem fiir das System (180) 15sen, mit
konstanten Zusténden v_ und wu4. Es gibt im allgemeinen zwei Punkte, wo die
Verdiinnungskurven durch u4 und u_ (die auch die Hugoniotkurven sind) sich
schneiden. Diese Punkte sind die Losungen v* der Gleichungen

ui +uy = (ug)r + (uyg)2 (187)
ui(u—)zs = (u-)1us (188)

oder die Gleichungen, die daraus hervorgehen, in dem man uy und w_ mit-
einander vertauscht. Es ist aber nicht so, dafl beide Punkte zu konsistenten
Losungen des Riemann-Problems fithren. Es mufl auch die zusétzliche Bedin-
gung erfiillt sein, dafl die Welle, die man zuerst treffen soll, wenn man von
links kommt, langsamer ist als die andere. Hier spielt die Ungleichung A\; < A
eine Rolle. Die einzigen konsistenten Losungen werden jetzt explizit aufgeschrie-
ben. Wenn (u_)1 + (u—)2 > (ug)1 + (u4 )2, dann besteht die Losung aus einer
Verdiinnungswelle und einer Kontakt-Diskontinuitdt. Explizit wird die Losung
u(t, ) folgendermaBen gegeben:

u_ szt < A(u-) (189)
su*+(1—=s)u” , z/t=XM(su"+1-su"), sel0,1] (190)
u* ;o M(ut) < a/t < Aa(uh), (191)
u™ ,x/t > Aa(ut) (192)

Wenn (u_); + (u—)2 < (u4+)1 + (uy)2 besteht sie aus einer StoBwelle (die die
Lax-Bedingung erfiillt) und einer Kontakt-Diskontinuitét. Explizit:

u- , xft < Si(u_,u”) (193)
w* o, Si(u—_,u’) <zt < Aa(ug) (194)
uy o, xft > Aa(ug) (195)

Im entarteten Fall, wo (u_)1 + (u—)2 = (uy)1 + (uq )2, gibt es nur eine Kontakt-
Diskontinuitét.
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Weitere Themen

Fiir den Rest der Vorlesung habe ich kein Skript geschrieben. Folgende Themen
wurden behandelt:

1. Funktionen von beschrénkter Variation nach [8], Kapitel 1.

2. Existenz- und Eindeutigkeit von Entropielésungen einer skalaren Erhaltungs-
gleichung in d Dimensionen nach [4], Kapitel 2.

3. Asymptotisches Verhalten von Entropielésungen einer skalaren Erhaltungs-
gleichung in einer Dimension nach [3], Kapitel 3.
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