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1 Tensoralgebra

Die Tensoralgebra ist ein Kalkiil zur Darstelung linearer und multilinearer
Abbildungen. Sie wird ausgiebig angewandt in Geometrie, Relativitatstheorie
und Feldtheorie.

1.1 Vektorraume

Sei V' ein n-dimensionaler reller Vektorraum (n-endlich). Wir bezeichnen die
Elemente von V' mit u, v, ... Basen von V schreiben wir als e, e,/ u.a., wobei
a=1,....,nund o/ =1',...,n/, d.h. wir unterscheiden die Basen voneinan-
der durch Verzierungen der Indizes ihrer Vektoren. Unter Verwendung der
Summationsregel fiir doppelt vorkommende Indizes gilt:

u=u, = u*ey. (1)

Die Zahlen u® werden die Komponenten des Vektors beziiglich der Basis e,
genannt, entsprechend . In Formeln wie (1) kénnen die Summationsindizes
substituiert werden, etwa a — (3 oder o/ — «/, aber nicht () «a — o/,
denn bei der hier verwendeten Notation beziehen sich ”ungestrichen” und
7gestrichen” indizierte Groflen auf verschiedene Basen. Ein Basiswechsel
ey — € definiert durch

eo = e A%, (2)

eine invertierbare Transformationsmatrix A und ist durch diese bestimmt.
Aus (1) und (2) folgt das Transformationsgesetz

u = A u” (3)

fiir Vektorkomponenten. Fiir die zu (2), (3) inverse Transformation schreiben
wir konsequenterweise

e = €A, u® = A% u”,
wobei
A% AY 5 =55 (4)

gilt mit (65) = Einheitsmatrix.



1.2 Dualraum

Eine reellwertige lineare Funktion w auf dem Vektorraum V', die also fiir alle
Vektoren u, v und Koeffizienten A\ die Gleichung

w(Au +v) = dw(u) + w(v), VieRueViveV

erfilllt, wird ein Kovektor (auch Linearform oder 1-Form) auf V' genannt.
Definiert man die Addition und Skalarmultiplikation von Kovektoren durch

(Wt )(u) = w(u) + p(u) (A~ w)(u) = Aw(u),

so ist die Menge V* der Kovektoren auch ein Vektorraum, der sogenannte
Dualraum zu V. Ein Kovektor w ist durch die Werte w(e,,) auf einer Basis
von V' eindeutig bestimmt; es ist ja

w(ue,) = uw(ey).
Einer Basis {e,} von V' wird durch
0%(es) = 05 (5)
eine Basis {0#*} von V* zugeordnet, die zu {e,} duale Basis. Nach (5) gilt
w(ea) = wles)d”(ea),

also ist (nach der (5)vorangehenden Bemerkung)

w=w(eg)d”.
Die in (5) auftretenden Zahlen
w(eq) =: wa (6)
sind also die Komponenten von w beziiglich {#*}, und (5) kann damit auch
w(u) = wau® (7)

geschrieben werden. (Warnung: Dies ist kein Innenprodukt; die ”Faktoren”
stammen ja aus verschiedenen Vektorrdumen.) Aus (7) geht hervor, dass
die Beziehung zwischen V' und V* symmetrisch ist, man kann den Dualraum
von V* mit V identifizieren, V** = V. Um diese Symmetrie hervorzuheben,
schreiben wir statt (7) auch

weu=u-w (8)

Aus (3) und der Invarianz von (7) folgt als Transformationsgesetz fiir Kovek-
torkomponenten,

Weo! = waAaO/. (9)



1.3 Tensoren

Definition: Unter einem (s|r)-Tensor S versteht man eine in jedem Argu-
ment lineare (multilineare) Abbildung

SV x V' x . xVx[VxVx.xV]—R

VvV
s—mal r—mal

Dies ist eine Verallgemeinerung der Begriffe ” Kovektor” (= (0 | 1) — Tensor)
und ”Vektor” (= (1] 0) —Tensor). Skalare werden auch als (0 | 0)-Tensoren
bezeichnet. Wie Vektoren konnen auch Tensoren in Komponenten dargestellt
werden. Am Beispiel eines (1 | 2)-Tensors S wird dies erldutert: Seien u, v
Vektoren, w ein Kovektor.

S(w,u,v) = S(wab*, u’es, v7e,) = wauv7S(0% s, €,)
S ist also durch die Werte
=: 5%, == 5(0%es,e,) (10)

auf einer Basis von V' und deren Dualraum bestimmt.

1.4 Tensorprodukt

Aus zwei Funktionen f(z) und ¢(y) kann man die die Funktion h(z,y) =
f(z)g(y) bilden. Entsprechend kann man Tensoren "multiplizieren”. Ist S
ein (1 | 1)-Tensor und T ein (0 | 2)-Tensor, so wird durch

ST (w, u,v,w) := S(w,u)T(v,w) (11)

offenbar ein (1 +0 | 1 +2) = (1| 3)-Tensor ST definiert. Wichtig ist die
Reihenfolge der Faktoren S,7T und der Argumente, die aus (11) zu ersehen
sind. Danach ist

TS(w,u,v,w) =T(u,v)S(w,w).

Diese Multiplikation kann offenbar zwischen beliebigen Tensoren ausgefiihrt
werden; dabei addieren sich die ”Grade” s und r der Faktoren. Das Tensor-
produkt ist assoziativ, nicht kommutativ, und mit der Addition gleichartiger
Tensoren durch Distributionsgesetze verkniipft,

STU = S(TU) = (ST)U, ST #TS i.a.,

(51 + SQ)T = 5T+ S,T.
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Oft wird S® T statt ST geschrieben. Bildet man aus den Basisgrossen e, 6°
die Tensorprodukte e,0°67, so ergeben die Definitionen die Werte

(ea’07)(0%, e, e,) = 6267687

a“u v
(vgl. (5)) so dass fiir den Tensor S aus (10) folgt:
S = 5%, (e0°07).

Die (e,0°67) bilden also eine Basis im linearen Raum der (1 | 2)-Tensoren,
und die in (10) definierten Zahlen erweisen sich als die Komponenten von S
beziiglich dieser Basis.

Nach diesen Verabredungen und deren Verallgemeinerungen auf beliebige
Grade s, r iiberzeugt man sich von folgenden Regeln:

(ST)"3ys = 5“3 Ths (12)
Bei Basistransformationen gilt (Beispiel):
Ua/ﬁ/,yl = Aa/aAﬁﬁ/A’y,y/Uaﬁ,y. (13)

(Wer es eilig hat, braucht sich von diesem Abschnitt nur (12) und (13) zu
merken. )

Folgender Hilfssatz ist gelegentlich niitzlich: Jeder (1|1)-Tensor kann als eine
Summe von Tensorprodukten der Form (Vektor) (Kovektor) dargestellt wer-

den,
S = Z X;w;
Das ergibt sich aus
S = 5%e,0° = (S8€a)0" + ... + (S%neq)O™.

Entsprechend lésst sich jeder (s | r)-Tensor alas Summe vor Produkten aus
je s Vektoren und r Kovektoren darstellen.
1.5 Spur, Verjiingung
Aus (13) und (4) geht hervor, dass

“a/a’w’ = AT uay (14)

ist. Daraus folgt - vgl. (3) - dass u® ., und u®,, Komponenten desselben
Kovektors

uﬂgoﬂa (15)
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sind. Die Operation u® g, — u®,g macht also aus einem (1 | 2)-Tensor einen
(0 | 1)-Tensor. Das gleiche gilt fiir u®g, — u®g,, aber diese ” Verjiingung”
von u ist i.a. verschieden von der fritheren aus (15).

Die am Beispiel eines (1 | 2)-Tensors besprochene Operation, die die Spur-
bildung A% — A%, sowie (7), (9) verallgemeinert, kann an jedem Indexpaar
aus einem oberen und einem unteren Index vorgenommen werden und dient
zusammen mit der Multiplikation dazu, aus Tensoren solche kleinerer Grade
und insbesondere Skalare zu machen, z.B.

Aaﬁuﬁ 5 BaﬁBﬁa. (16)

Bei indexfreier Schreibweise wollen wir Verjingungen tiber ”benachbarte”
Indizes durch einen Punkt andeuten wie in (9), also

v = A%’ = v =A u (17)
AuBerdem wird
A%, = SpA (18)
geschrieben. Dann ist z.B.

B*3B°, = Sp(B - B). (19)

1.6 Symmetrien von Tensoren

In Anwendungen kommen hauptséachlich Tensoren mit Symmetrieeigenschaften
vor. Ein (0 | 2)-Tensor S heifit symmetrisch, wenn fiir alle u, v

S(u,v) = S(v,u)
ist. In Komponenten driickt sich das aus durch
S = Spa
Entsprechend ist Antisymmetrie (Schiefsymmetrie) definiert durch
T(u,v) =-T(v,u) «— Top=—Tpq4

Allgemeiner nennt man einen Tensor in Bezug auf einige seiner Vektorargu-
mente oder seiner Kovektorargumente symmetrisch (antisymmetrisch), wenn
sein Wert bei allen Permutationen dieser Argumente ungeéndert bleibt (das
Vorzeichen der betreffenden Permutation annimmt). (Beachte: S(w,u) =
S(u,w)) fiir einen (1 | 1)-Tensor hat keinen Sinn, weil das erste Argument
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von S fiir Kovektoren reserviert ist.)
Folgende Abkiirzungen, hier mit Komponenten formuliert, sind ntitzlich:

1
Sar.ay) = o Z SBy..8y»

wo Uber alle Permutationen o, ...y, — [y, ...3, der a-Indizes zu summieren
ist. Beispiel:

1
S(apy) = E(Saﬁv + Spya + Shag T Sgay T Sypa + Says)- (20)
Analog bezeichnet die Klammer [...] Antisymmetrisieren:
1
Slag] = E(Saﬁ'y + Syva + Sya8 = Spay — Sysa — Sayp)- (21)
Mit diesen Bezeichnungen gilt fiir jeden (0 | 2)-Tensor die ”direkte” Zerlegung

Sap = S(ap) + Slag)- (22)

Sap kann also als aus zwei verschiedenen, einfacheren Tensoren zusammenge-
setzt betrachtet werden. Von Tensoren, die in Geometrie oder Physik fun-
damentale Bedeutung haben, wird man erwarten, dass sie nicht analog zu
(22)zerlegbar, sondern ”unzerlegbar” (irreduzibel) sind. (Das 148t sich mit-
tels der Darstellungstheorie prézisieren, was wir aber nicht benétigen.)

1.7 Erganzungen

Natiirlich sind Tensoren etwas anderes als ihre Komponenten. Wie wir
gesehen haben, lassen sich aber die Tensoroperationen und Symmetrieeigen-
schaften durch die Komponenten in einer fiir alle Basen gleichen Form ausdriicken.
Deshalb ist es bequem, von "dem Tensor” S%g, statt von S = S%.,e,0°07
zu sprechen. Die Indizes sind dann als Platzhalter fiir Funktionsargumente
aufzufassen, wobei es auf die Basis nicht ankommt. (Diese Auffassung kann
formalisiert werden; man unterscheidet dann zwischen ”abstrakten Indizes”
und Komponentenindizes, was wir aber nicht tun wollen.) Wenn bestimmte
Basen und Komponenten gemeint sind, so mul man das jeweils im Text
dazusagen.

Wichtig ist die Reihenfolge der oberen und der unteren Indizes. Man darf
zwar statt S0 = u*0? auch S%* = u v® schreiben, aber nicht S** = v®u?b.
Ein Vorteil des Tensorbegriffs ist, dass ein Tensor "mehrere Rollen spielen”
kann. Ein Tensor S%g, definiert z.B. die Abbildungen

(u®,v7) = S5 ulv7,

(Wary uP) = S 5w, uP
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und andere mehr, und das wird in der Physik ausgiebig verwendet.

Es kommt manchmal vor, dass jeder Basis von V' ein Zahlenschema, etwa
X%, X5 zugeordnet ist und man wissen méchte, ob diese Zahlen Kom-
ponenten eines Tensors sind. Dann ist oft folgende Quotientenregel niitzlich:
Wenn in allen Basen die Zahlen X®zu” = w® Komponenten eines Vektors w
sind, falls u” Komponenten eines Vektors u sind, dann sind die X5, X o 8.
Komponenten eines Tensors. Analoge Aussagen gelten fiir Zahlenschemata
mit anderen Indizes. Der Beweis sei dem Leser als Ubung tiberlassen.

1.8 Metrik, Innenprodukt

Ein Innenprodukt auf dem Vektorraum V ist durch einen symmetrischen
(0 | 2)-Tensor gegeben,

9(X,Y) = gapXY?, Jjop) = 0. (23)
Wegen der Symmetrie ist g,g durch die quadratische Form
X? = g(X, X) = gapX* X" (24)

bestimmt; man braucht ja nur den Wert der Form fiir X + Y auszurechnen.
Zu gop (damit meinen wir jetzt den Tensor, in der Redeweise von 1.7) gibt
es eine Basis, in der die Komponenetenmatrix von g¢,5 diagonal ist und die
Diagonalelemente £1 oder 0 sind; wir schreiben

Gop = diag(1,..1,—1,..,—10,...,0). (25)
—— —— ——

p m e

(Der Stern tiber = soll andeuten, dass diese Gleichung nur in speziellen Basen
gilt.)

Die Anzahlen p, m, e der ”positiven, negativen und entarteten” Dimensionen
sind Invarianten des Tensors g,3. Diesen Standardsatz der linearen Algebra
beweisen wir hier nicht.

Ist ein Innenprodukt (Skalarprodukt) gegeben, so heifit g,3 metrischer Tensor
oder "die Metrik” von V, wenn g¢,3 aus geometrischen oder physikalischen
Griinden als fest zu V' gehorig betrachtet wird.

X,Y heiflen orthogonal, wenn

9(X,Y) = g XYP? =0

ist. X wird Einheitsvektor genannt, wenn | g(X,Y) |= 1 ist.
Ein Innenprodukt bzw. eine Metrik heifit nicht ausgeartet, wenn in (25)




keine Null vorkommt, also e = 0 ist. Aquivalent dazu ist, dass in einer - und
damit in jeder - Basis det(gn3) # 0 ist. Ebenfalls gleichwertig ist: Nur der
Vektor ”"Null” ist zu allen Vektoren aus V' orthogonal.

Kiinftig betrachten wir nur nicht ausgeartete Metriken und nennen eine Ba-
sis mit (25) eine Orthonormalbasis. Die Matrizen, die Orthonormalbasen
ineinander tberfithren (nach (2)), bilden die pseudo-orthogonalen Gruppen

O(p,m).

Bei gegebener Metrik ist
U = gapt” =:ug (26)
ein Isomorphismus von V' auf V* mit der Umkehrung
u® = gaﬁu5, (27)

wenn g zu g, invers ist,

gaﬂgﬁw = 0g,- (28)
(Dass g*? ein Tensor ist, folgt aus (27) mittels der Quotientenregel.) Da die
durch die aquivalenten Gleichungen (26),(27) ausgedriickte Beziehung zwis-
chen Vektoren und Kovektoren eineindeutig ist, ist es bei gegebener Metrik
iiblich, u® und u, als verschiedene Reprasentanten desselben Objekts aufzu-
fassen, also die Komponenten von u, als die kovarianten Komponenten des
Vektors u® zu bezeichnen. Entsprechend konnen Indizes an beliebigen Ten-
soren verzogen werden, z.B.

Sapy = 9asS s,

Es ist dann allerdings nétig, die Indizes (wie im Beispiel) so zu schreiben, dass
unter jedem oberen und iiber jedem unteren Index ein Freiplatz reserviert ist,
also nicht

S5, , sondern S“g,.

Das Indexverschieben ist eine weitere Operation der (metrischen) Tensoral-
gebra. Die Rechenregeln sind wohl klar, Beispiele:

o

u® = TO‘BUB = Uy = aﬁvﬁ = Taﬁvg. (29)

Fiir das Innenprodukt (23) wollen wir, in Ubereinstimmung mit (9), nunmehr
auch

XY =X, Y° (30)

schreiben.



1.9 Volumen und Orientierung

V sei ein Vektorraum, der nicht mit einer Metrik ausgestattet zu sein braucht.
Dann ist es oft niitzlich, jedem n-Tupel von Vektoren {uq, ..., u,} ein Volu-
men zuzuordnen; die Vektoren konnen als Kantenvektoren eines Parallelo-
tops gedeutet werden. Zugleich damit soll, fiir linear unabhangige u;, zwis-
chen positiv und negativ orientierten Basen unterschieden werden. Fiir beide
Zwecke fithrt man einen total schiefsymmetrischen (0 | n)-Tensor 7 ein und
nennt den Betrag von

Ny, ..., uy) (31)

dasVolumen des Parallelotops. AuBerdem wird {u;} positiv orientiert oder
kurz orientiert genannt, wenn die Zahl (31) positiv ist. In Komponenten ist
nach Def.

Nay...an, = Mag,...,an) # 0. (32>

Zu einer Metrik g,g gehort der Volumentensor (auch Volumen-n-Form genannt),
fiir den beziiglich einer orientierten Orthonormalbasis gilt:

ma.n = 1. (33)

(Zu gegebener Metrik ist der Volumentensor bis auf das Vorzeichen be-
stimmt..)

1.10 Bemerkungen iiber Euklidische und Lorentzsche

Metriken
Eine Metrik heifit Euklidisch, wenn die quadratische Form (24) positiv definit
(oder dazu &quivalent in (25) p = n) ist, und Lorentzsch, wenn in (25)

genau ein Vorzeichen aus der Reihe tanzt. Im Lorentzfall nehmen wir immer
p =mn — 1. Im Euklidischen Fall wird

| X = /X7 (34)

als Lange interpretiert und ist eine Norm. Es gelten dann die Schwarzsche
und die Dreiecksgleichung, und man kann Winkel definieren.

In jedem Fall nennen wir die nichtnegative Zahl | X | aus (34) den Betrag
des Vektors X; X — |X]| ist i.a. keine Norm. Vektoren mit |X| = 1 werden
Einheitsvektoren genannt-

In einem Vektorraum V mit Lorentzmetrik werden Vektoren mit 72 < 0
zeitartig genannt. Jeder solche Vektor definiert in V' eine Zeitorientierung:
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X heifit zukunftsgerichtet, geschrieben X > 0, wenn X2 <0 und X - T < 0
ist. Dann gilt (Ubung): Aus X > 0,Y > 0 folgt

X+Y >0, (35)
-X-Y > |X]-|V], (36)
(X +Y]=|X]+]Y]. (37)

2 Mannigfaltigkeiten und Tensorfelder

Fiir physikalische Theorien benotigt man Raume - z.B. Konfigurationsraume,
Phasenrdume, Raumzeitmodelle - auf denen man Analysis treiben kann. Die
fiir die Relativitatstheorie wichtigsten diesbeziiglichen Begriffe und Formeln
werden in diesem Kapitel zusammengestellt.

2.1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Um auf einem Raum M Analysis treiben zu konnen, fithrt man auf (Teilen
von) M Koordinaten ein. Die folgenden Definitionen dienen zur Einfithrung
des Begriffs "differenzierbare Mannigfaltigkeit”.

Sei M eine (Punkt-)Menge. Eine n-Karte ¢ fiir eine Teilmenge U von M ist
eine eineindeutige Abbildung von U auf eine offene Menge des R™. Durch ¢
werden also die Punkte von U durch n-tupel von Zahlen markiert,

peU:p(p)=(z%0p)), (38)

wobei wie friher a = 1, ..., n ist.

Seien nun ¢, ¢’ zwei Karten, deren Definitionsbereiche U, U’ einander tiberlappen.
Dann kommen jedem Punkt aus U N U’ zweierlei Koordinaten zu, die wir in
Anlehnung an den Tensorkalkiil bzw. mit 2%, 2% bezeichnen. Da ¢ und ¢’
beide die Menge U N U’ bijektiv auf Teilmengen des Koordinatenraums R”
abbilden, sind die z* mit den z® eineindeutig verkniipft; wir schreiben

=), 2 =), (39)

Zwei n-Karten ¢, ¢, die auch Koordinatensysteme genannt werden, heiflen
C*-verkniipft, wenn (i) die Bildmengen o(UNU’) und '(UNU’) im R" offen
sind und (ii) die Koordinatentransformationen (39) k-mal stetig differenzier-
bar - kurz C* - sind. (k darf auch oo sein oder durch w ersetzt werden; C*
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steht fiir ”analytisch”.)

Ein C*-Atlas fiir M ist eine Menge von n-Karten ¢;, die wechselseitig
C*-verkniipft sind und deren Definitionsbereiche M iiberdecken,

Jui=u (10)

Ein C*-Atlas heift maximal, wenn er alle Karten enthélt, die mit ihm
Ck-verkniipft sind. Jeder C*-Atlas kann zu einem maximalen Atlas erginzt
werden.

Jetzt kommt die entscheidende Definition:
Eine C*-Mannigfaltigkeit ist eine mit einem maximalen C*-Atlas versehene
Menge.

Im Folgenden schreiben wir immer M fiir eine differenzierbare Mannig-
faltigkeit, ohne ein Symbol fiir die ”differenzierbare Struktur” - den maxi-
malen Atlas - einzufithren. Die Dimension n der Karten, also die Anzahl der
Koordinaten, nennt man auch die Dimension von M.

M ist ein topologischer Raum, wenn man festsetzt: Eine Teilmenge N
von M ist offen, wenn fiir jede Karte ¢ das Bild ¢(U N N) offen ist. (Beweis:
Ubung.)Danach sind insbesondere die Definitionsbereiche von Karten offen
(was anfangs keinen Sinn hatte).

M heifit orientierbar, wenn es einen Atlas gibt, dessen Karten durch Ko-
ordinatentransformationen mit positiven Funktionaldeterminanten verkniipft
sind.

M heiit (topologisch) abzdhlbar, wenn es ein abzdhlbares System offener
Menngen gibt derart, dafl jede offene Teilmenge von M als Vereinigung von
Mengen diese Systems darstellbar ist.

M heifit Hausdorff separiert, wenn je zwei Punkte in zueinander fremden
("nicht iiberlappenden”) Umgebungen liegen.

M heilt zusammenhéangend, wenn M nicht in zueinander fremde, offene
Mengen zerlegbar ist.

Wir betrachten kiinftig nur solche differenzierbaren Mannigfaltigkeiten,
die orientierbar, abzahlbar, Hausdorff separiert und zusammenhangend sind,
und nennen diese abkiirzend Mannigfaltigkeiten.

Wir tiberlassen den Lesern, folgendes zu verifizieren:

Eine offene, zusammenhéngende Teilmenge N einer Mannigfaltigkeit M ist in
natiirlicher Weise - d.h. ohne daf§ zusatzliche Strukturen eingefiihrt werden
miissen - eine Mannigfaltigkeit; dabei gilt dimN = dimM.

Wenn M und N zwei C*-Mannigfaltigkeiten der Dimensionen m bzw. n sind,
ist die Produktmenge M x N (die Menge der Paare (p,q) mit p € M,q €
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N) in natiirlicher Weise eine (m + n)-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit, die
Produktmannigfaltigkeit.

Eine reellwertige Funktion f auf M bestimmt und ist bestimmt durch ihre
Einschrankungen auf die Definitionsbereiche von Karten. Ist ¢ eine Karte
mit Definitionsbereich U, so ist fiir p € U durch

f(p) = fo(z%(p)) (41)

eine Funktion f, auf dem Wertebereich p(U) definiert, die ” f auf ¢(U) als
Funktion der Koordinaten z® darstellt.” Sind ¢, ¢" zwei Karten, so gilt fir
peunl’

fo(x%(p)) = f (xa/ () (42)
also, wenn die Koordinaten durch (39) verkniipft sind,
fola®) = fo(z). (43)

Da die Koordinatentransformationen k mal stetig differenzierbar (”C*”) sind,
ist also f, genau dann C*, wenn f, auch C* ist. Also ist folgende Definition
sinnvoll:

Eine Funktion f auf M ist k mal stetig differenzierbar, wenn die sie
darstellenden Funktionen f, fiir alle Karten ¢ es sind.

Summen und Produkte differenzierbarer Funktionen auf M sind differenzier-
bar. Diese Funktionen bilden also eine kommutative Algebra mit Einsele-
ment; und durch diese Algebra ist M als differenzierbare Mannigfaltigkeit
gekennzeichnet.

Von jetzt ab sollen die Ausdriicke ”Funktion” und ” Abbildung” sich immer
auf beliebig oft differenzierbare (C>°) solche Objekte beziehen.

Sei f eine stetige Abbildung der Mannigfaltigkeit M in die Mannig-
faltigkeit V. Dann heifit f differenzierbar, wenn die Einschrankung von f
auf jede Kartenumgebung U, deren Bild f(U) in einer Kartenumgebung liegt,
differenzierbar ist. (Entsprechend fiir C*, C¥; fiir uns heile ”differenzierbar”
=)

Ein Diffeomorphismus f : M — N ist eine differenzierbare, bijektive
Abbildung von M auf N, deren Umkehrabbildung f~! auch differenzierbar
ist. Wenn ein Diffeomorphismus von M auf N existiert, heilen M und N
diffeomorph. (M = N zugelassen.)

2.2  Vektoren und Tangentialraume

Waihrend man in der affinen Geometrie Vektoren mit gerichteten Strecken
(Pfeilen) oder Translationen identifizieren kann, ist dies in Mannigfaltigkeiten
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nicht moglich; denn zwei Punkte einer Mannigfaltigkeit definieren ohne eine
weitere Struktur keine ”geradlinige Strecke”.

Einem Vektor in einem Punkt soll eine ”Richtung” und eine ” Grofie”
(ohne einen zunéchst nicht vorhandenen Abstandsbegriff) zukommen. Das
legt nahe, Vektoren in Analogie zur Geschwindigkeit einer Bewegung mit
Hilfe von Kurven einzufiihren.

Unter einer Kurve in M wird eine Abbildung o eines offenen Intervalls
von R nach M verstanden. Durchliuft der Parameter s das Intervall, so
durchléuft der Bildpunkt o(s) die Kurve.

Sei f eine in einer Umgebung von p € M definierte reellwertige Funktion
und ¢ eine durch p = o(sy) gehende Kurve. Dann ist die Anderungsrate von
f ldngs o in p gegeben durch die Ableitung von f(o(s)) nach s in sg,

95 f(0(5)) lso= 0p(f) (44)

Bei gegebener Kurve o und gegebenem Punkt p ist jeder Funktion der Wert
ihrer Richtungsableitung in p zugeordnet. Dieser Wert hangt nur von einem
beliebig kleinen, p enthaltenden Stiick der Kurve o und der Einschrankung
von f auf eine beliebige Umgebung von p ab. Es liegt nahe zu definieren:
Das durch (44) gegebene Funktional f — &,(f) wird der Tangentialvektor
der Kurve o in p genannt.

Seien nun p, o, 7 drei durch p ghende Kurven, p(r¢) = o(so) = 7(to) = p,
und sei a eine reelle Zahl. Wenn dann fiir alle Funktionen f die Gleichung

pp(f) +adp(f) = 7p(f)

gilt, so schreiben wir

Pp +aop =7, (45)

Die Tangentialvektoren in p bilden also einen Vektorraum M,,, den Tangentialraum
von M in p.
In einem lokalen Koordinatensystem x® fiir eine Umgebung von p wird eine
Kurve o mit p = o(sg) dargestellt durch

a%(s) == x%o(s)), (46)

und aus (44) wird

Op(f) = (axfgo)asaa |so . (47)

Darin sind die partiellen Ableitungen d, f, nach den z® an der Stelle 2(p)
zu nehmen, also von ¢ unabhangig. Der Vektor ¢, ist also in Koordinaten
durch die Ableitungen

050 |5o=1 0 (48)

14



bestimmt.
Fiir jedes Koordinatensystem definieren die Koordinatenkurven 7,

75 (v) == 2%(p) + v (49)

in p Vektoren mit 7§, = d§ (Kroneckersymbol). Das Funktional f ~ 7, ,(f)
ordnet jeder Funktion ihre partielle Ableitung (0, f,), zu. Man identifiziert
deshalb die Tangentialvektoren 7, , mit den Operatoren 0,|,Fir den Tan-
gentialvektor einer beliebigen Kurve ¢ in p gilt also in Komponenten nach
(47) fiir alle f

0p(f) = Qafe)og = (0af,)0, 05
= (0af()opTh,(f) = 6, 765(f),

also gilt nach der Definition (45)
Gp = 0pTap = 0p0a |- (50)

Zusammenfassung: Wir haben gezeigt: Die iiber (44) definierten Tangentialvektoren
in einem Punkt p bilden einen n-dimensionalen Vektorraum M, den Tangentialraum
von M in p. Jedes lokale Koordinatensystem definiert via (49) eine Basis 7,
von M,. Die zugehorigen Komponenten des (beliebigen) Vektors &, konnen,
wie (50) zeigt, aus der Koordinatendarstellung (46) von o mittels (48) berech-
net werden.

Aus den vorangehenden Formeln und Definitionen folgt: Bei einer Koor-
dinatentransformation (39) transformieren sich die zugehorigen Basen gemés3
(2) und die Vektorkomponenten nach (3) mit

A =0, 1Y, (51)

wobei der Wert der rechts stehenden Funktionalmatrix an der Stelle z%(p)
zu nehmen ist.

Wir haben die Elemente von M, geometrisch als Tangentialvektoren von
Kurven ohne Benutzung von Koordinaten eingefithrt und erst danach ihre
Komponenten definiert. Nicht nur wegen der Kiirze, sondern auch im Hin-
blick auf die Physik sprechen wir kiinftig von Vektoren und verstehen darunter
jede Grofle, die sich eineindeutig einem Tangentialvektor zuordnen lafit, ob
diese Grofle mit einer Kurve etwas zu tun hat oder nicht.

Fiir das Rechnen mit Vektoren braucht man nur zu wissen, da3 Vektoren
relativ zu lokalen Koordinatensystemen durch Komponenten u®,u®, ... be-
stimmt sind, die sich nach (3) mit (51) transformieren und daf8 sich Lin-

7

earkombinationen von Vektoren in Komponenten so darstellen lassen ”wie
gehabt” (— 1.1).
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2.3 Tensorfelder

Wie gezeigt, hat eine Mannigfaltigkeit M in jedem ihrer Punkte einen Tangentialraum
M,. Auf jeden Tangentialraum sind die Begriffe und Konstruktionen aus
Kapitel 1 anwendbar; in jedem Punkt p sind also auler Vektoren auch Kovek-
toren und Tensoren definiert. Die Kovektoren in p bilden den Kotangentialraum
M.

Wenn jedem Punkt von M (oder einer offenen Teilmenge von M) ein
(s/r)-Tensor zugeordnet ist, spricht man von einem Tensorfeld, gegeben
durch

Sy g, (27).

(Diese Schreib-und Ausdrucksweise ist so zu verstehen, wie in 1.7 erldutert.
Erganzend verabreden wir, 27 als Symbol fiir einen Punkt zu benutzen, aufler
wenn es auf bestimmte Koordinaten ankommt, was jeweils gesagt werden
wird.)

Aus der Transformationsformel (13) und ihrer Verallgemeinerung auf (s |
r)-Tensoren, in der die Transformationsmatrix durch (51) gegeben ist, folgt:
Die Differenzierbarkeit der Tensorkomponenten héngt nicht vom Koordi-
natensystem ab, wir konnen und werden alle Tensorfelder als beliebig oft
differenzierbar annehmen. Natiirlich konnen alle tensoralgebraischen Opera-
tionen punktweise auf Tensorfelder angewandt werden.

Es hat keinen Sinn, Vektoren (oder Tensoren) in verschiedenen Punkten
"gleich” zu nennen; Gleichheit der Komponenten ist dann keine vom Koor-
dinatensystem unabhéangige Eigenschaft. Deshalb konnen Tensoren in ver-
schiedenen Punkten auch nicht addiert oder subtrahiert werden, und folglich
bilden die partiellen Ableitungen der Komponenten eines Tensorfeldes nicht
die Komponenten eines Tensorfeldes, mit einer Ausnahme: Die Komponen-
ten eines Skalarfeldes (einer Funktion) ergeben bei partieller Ableitung ein
Kovektorfeld, das Gradientenfeld des Skalarfeldes. Differenziert man namlich
f langs einer Kurve o, so ist der Wert (vgl. (47)) in jedem Punkt der Kurve

op(f) = (Oato) Ty,

und da dies fur beliebige Kurven, also beliebige ¢, gilt, bilden nach der
Quotientenregel (1.7) die Koeffizienten die Komponenten eines Kovektors.
Dies veranla3t dazu, eine weitere ”schlampige”, aber iibliche Verabredung zu
treffen, namlich statt f, kiirzer f und fiir den Gradienten

aaf = faa (52)

zu schreiben. Hier wie auch sonst soll (),, dasselbe bedeuten wie d,.
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Fiir die Koordinaten =, die ja auch Funktionen auf M sind, ist 0gz® =
d5; die Gradienten der Funktionen z* bilden also eine Basis des Kotangen-
tialraumes M.

Man kann sich durch Nachrechnen davon iiberzeugen, dafl die Rotation eines
Kovektorfeldes w,, namlich

Wia, 4], (53)

ein (0 | 2)-Tensorfeld ist. (Im Kalkiil der Differentialformen werden (52),
(53) verallgemeinert.)

Aus einem Vektorfeld kann man durch partielle Differentiation zwar kein
Tensorfeld bilden, wohl aber aus zwei Vektorfeldern ein Vektorfeld: Bildet
man das Skalarfeld

AY (B fa )5 = BHA fra )y
benutzt man f,,g= f,3, und die Quotientenregel, so folgt:
APB® 5 — B A% 4 (54)
7ist” ein Vektorfeld, genannt der Kommutator
[4, B] (55)

von A und B. (Mit diesem ”Produkt” bilden Vektorfelder auf M eine Lieal-
gebra.)

2.4 Riemannsche und Lorentzsche Mannigfaltigkeiten

Unter einem metrischen Feld oder kurz einer Metrik auf einer Mannigfaltigkeit
M wird ein (0 | 2)-Tensorfeld g,s(z”Y) verstanden, das in jedem Tangential-
raum M, von M eine nichtausgeartete Metrik im Sinne von 1.8. definiert. Es
gelten dann punktweise die in 1.8. bis 1.10. besprochenen Tatsachen. Wie
in 2.5 gezeigt werden wird, haben die Zahlen p,m in (25) in allen Punkten
von M dieselben Werte.

Entsprechend der Definitionen in 1.10. spricht man von Riemannschen Mannigfaltigkeiten
(oder R&umen), wenn die Metrik Euklidisch ist, und von Lorentzmannigfaltigkeiten,
wenn m = 1 ist (hier, bei manchen Autoren p = 1). Im Lorentzschen Fall
bilden die Vektoren mit X? = 0 in M, den Nullkegel des Tangentialraums.

Wenn der Tangentenvektor einer Kurve o ein Einheitsvektor ist, d.h.
wenn

|9ago®6”| =1 (56)
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gilt, wird der Kurvenparameter s als Weglénge bezeichnet. Statt (56) wird
oft ohne Riicksicht auf Vorzeichen

ds? = gopdr®dz” (57)

geschrieben, was nur als suggestiver Ausdruck fiir den metrischen Tensor zu
verstehen ist.

2.5 Kovariante Ableitungen

Mit den bisher definierten Operationen ist es nicht moglich, Tensoren in ver-
schiedenen Punkten einer Mannigfaltigkeit zu vergleichen. Um die Verdnderung
eines Tensorfeldes S langs einer Kurve o zu beschreiben, bendtigt man eine
Ableitung von S in Richtung des Tangentenvektors ¢ der Kurve. Durch
das Verschwinden dieser Ableitung ist dann auch eine Bedingung fiir die
Parallelverschiebung von Tensoren langs Kurven gegeben. FEs hat sich als
zweckméfig erwiesen, allgemein eine Richtungsableitung nach einem Vektor-
feld einzufiihren mit der folgenden

Definition: Sei X ein Vektorfeld in einer Umgebung von p. Eine Richtungsableitung
Vx ist ein Operator, der jedem in einer Umgebung von p definierten Ten-
sorfeld S ein Tensorfeld gleichen Grades zuordnet, S +— V x.S, mit folgenden
Eigenschaften:

(VxS), = (VyT),, (58.1)

wenn X und Y und ebenso S und 7T in einer (beliebigen) Umgebung von p
einander gleich sind. (Man sagt dafiir auch, die Abbildung S +— VxS sei
"lokal.”)

Vx(S+T)=VxS+VxT, (58.2)
VxivS =VxS+ VyS, (58.3)
V(ST) = (VxS)T + S(VxT), (58.4)
VixS = VxS, (58.5)

SpV xS = VxSpS (58.6)

fiir beliebige Verjiingungen (Sp = Spur, vgl. (18)),
Vxf=X-Vf (58.7)
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(Vf = Gradient von f, vgl. (52)) Darin bedeuten X,Y Vektorfelder;
S, T Tensorfelder (in (1) und (2)) solche gleichen Grades; f ein Skalarfeld.

(Die Lokalitét (58.1) ist notig, damit die anderen Eigenschaften iiberhaupt
sinnvoll sind, obwohl die in (2) - (7) auftretenden Felder X, S, T, f, Y

nicht in ein und derselben Umgebung von p definiert zu sein brauchen.
Wegen (1) kann man z.B. in (2) X, S, T auf eine gemeinsame Umgebung von
p einschrénken, wo dann (2) sinnvoll ist.)

Damit diese Definition nicht abschreckt, iiberzeuge man sich von folgen-
dem: Definiert man fiir einen Koordinatenbereich U eines Koordinatensys-
tems x® unter Verwendung der Tensorkomponenten

(VxS)¥-rp g, =85 5,X7, (59)

so sind alle Eigenschaften (1) bis (7) erfiillt. Die Operation (59) héngt aber
vom Koordinatensystem ab, m.a.W. jedes Koordinatensystem definiert lokal
eine andere Richtungsableitung. Zu zeigen ist. dass eine koordinatenun-
abhéngige Richtungsableitung auf ganz M definierbar ist und wodurch eine
solche Ableitung bestimmt ist.

Wir nehmen zunéchst an, Vy sei eine Ableitung mit (1) bis (7), und
leiten daraus weitere Eigenschaften her.

Zuerst schliefien wir aus (3) und (5) mit Benutzung eines Basisfeldes e,:

VxS = Vyee, S = X°V,_5.

Also hangt (VxS), vom Vektorfeld X nur iiber die Komponenten X ab.
Daraus folgt weiter, dass etwa fiir ein (1 | 1)-Tensorfeld S punktweise gilt

(VxS)(Z,w) = 5%, 2w, X7. (60)

Wir konnen also (nicht nur an diesem Beispiel, sondern allgemein) statt V x
auch einen Operator V einfiihren, der aus jedem (s | r)-Tensorfeld S ein
(s|r 4+ 1)-Tensorfeld V.S macht,

(VS) (s X) = (VS) (). (61)

Wir verabreden also, dass das zusatzliche Vektorargument in V.S an die
fritheren Argumente ”angehéngt” werden soll. In Komponentenschreibweise
deuten wir die kovariante Ableitung V durch ein Semikolon vor dem zusétzlichen
Index an, wie in (60). Die Komponenten von V.S schreiben wir also allgemein

S T (62)
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Von jetzt ab arbeiten wir mit V statt mit Vx und werten die invarianten
Eigenschaften (1)-(7) mit der Komponentendarstellung aus.
Zweitens werten wir (7) und (6) mit f = w,Y® aus:

(waya);ﬂ = (waya)aﬂ ’
(waYa);g = wa;gY“ + waY“;g,

(waYa),g = wa,ﬁY“ + waY“ﬁ,
also
(X% — X p)wa = —(Wayp — Wa,p) X ™.

Die rechte Seite hangt punktweise von X ab, also auch die linke Seite. Es
gibt also vom Koordinatensystem und von V abhéngige Funktionen I'* g, mit
f=wY* aus:

X5 — X® 5 = T2, X7 (63)
und analog
Waip — Wa,8 = Yagwy- (64)
Einsetzen von (63) und (64) in die vorangehende Gleichung ergibt
' gwa X7 = =173 X w,.

Da dies fiir beliebige w,, X7 gilt, folgt (Umbenennung der Summationsindizes
rechts, v — a,a — 7):

oy = =%,
Wir ersetzen deshalb v durch —I' und notieren

X% = X® 5+ T%5X7, (65)

Wa;3 = Wa,g — F’yagw,y. (66)

Drittens erhalten wir aus (2) und (4) fiir ein spezielles Tensorfeld S*; =
Y“u)g:

5% =Y ws + Y %wg,,
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also mit (65), (66)
5%y = 5% + T%:5°5 — I°5,5%. (67)

Wegen des Hilfssatzes am Ende von 1.4 gilt (67) fiir jedes (1|1)-Tensorfeld,
und eine entsprechende Formel gilt fiir (s|r)-Tensorfelder. (Werte Produkte
Y, ZP..w,... aus und ziehe wieder den Hilfssatz heran.)

Ein weiteres Beispiel sollte die Berechnung kovarianter Ableitungen im all-
gemeinen Fall klar machen:

TP 5 =T, 5+ 1T + TP 5T, — T ;T (67)

Damit haben wir die definierenden Eigenschafte (58.1)-(58.7) fast ”ausgeschlachtet”;
wenn V und Vy in Koordinaten durch (67’) und (61) definiert werden, sind
alle Forderungen erfiillt. Eine kovariante Ableitung V auf einer Mannig-
faltigkeit M ist demnach in lokalen Koordinaten durch ein Funktionensys-
tem "%, (2°) bestimmt, die wir die Komponenten von V in dem betreffenden
Koordinatensystem nennen. Wir miissen aber noch ermittelnm wie die I'’s
zweier Koordinatensysteme miteinander zusammenhangen - deshalb oben die
Einschrankung ”fast”.

Das Transformationsgesetz fiir die I'’s ergibt sich daraus, dass sich die
aus (61), (65) zu entnehmenden Komponenten von VxY',

(V5 + %Y ") X",

wie die Komponenten X @ Y" selbst transformieren. Die Rechnung ergibt
(Ubung!)

re axa/(ﬁxﬁ oz _, N O™ )
B Qe 9B 9y P 9xB 9

Das bestatigt, was wir schon wufiten, namlich dass die Komponenten von
V keine Tensorkomponenten sind. Um eine kovariante Ableitung auf M zu

(68)

definieren, miissen fiir die Karten eines Atlas’ Funktionen I'® 4. (2°), T 5., (2%), ...
so gewahlt werden, dass in den Uberlappungsbereichen der Karten die Glei-
chungen (68) gelten. Fiir die in 2.1 definierten Mannigfaltigkeiten ist das
immer moglich, was hier nicht bewiesen wird. Fir die uns interessierenden
Anwendungen werden die [s in 2.7 aus einer Metrik abgeleitet werden.

Aus (68) folgt ohne Rechnung: a) Zwei kovariante Ableitungen V, V auf
M bestimmen einen Differenztensor mit den Komponenten I'g, — r By =
D%gy.
b) Ist V eine kovariante Ableitung und D ein (1|2)-Tensorfeld, so definiert
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e gy + D%, eine kovariante Ableitung V, die Summe von V und D, und so
kénnen aus einer Ableitung V alle anderen erhalten werden.

¢) Sind V; kovariante Ableitungen mit Komponenten I'; und f; Funktionen
auf M mit ). f; = I, so definiert ) . f;I'; eine kovariante Ableitung V =
d) Wenn V die Komponenten I'*g, hat, so definieren 'I'*g, := I'*,3 eine
Ableitung V'.

Aus den Bemerkungen a) und d) folgt weiter:
Jede kovariante Ableitung V definiert einen Tensor T" mit den Komponenten

T py = 20, (69)

genannt Torsionstensor von V. Durch Rechnung ist leicht zu bestatigen, dass
(69) aquivalent ist zu

T(X,Y) =VxY — VyX — [X,Y]. (70)

V heiflt symmetrisch oder torsionsfrei, wenn sein Torsionstensor der Null-
tensor ist oder, gleichwertig, wenn fiir die Komponenten von I' gilt:

gy =0 (1)

Eine andere, zu (71) dquivalente Eigenschaft ist, dass fiir eine Funktion f
(einen ”Skalar”) der Tensor VV f symmetrisch ist,

f[;a;ﬁ} =0. (72)

(Mit (66) fir w, = f, nachzurechnen.)

SchlieBlich entnehmen wir aus (68) (Ubung): Bei gegebener kovarianter
Ableitung V gibt es zu jedem Punkt p von M ein Koordinatensystem, fiir das
in p alle Komponenten I' gleich Null sind, wenn V symmetrisch ist. Solche
Koordinaten werden in p geodatisch genannt.

Statt der Bezeichnung (62) fiir die Komponenten von VS wird von manchen
Autoren die Notation

v’ysalmﬁl,.. (627)

bevorzugt. Beim Wechsel der Schreibweise ist zu beachten, dass der Ableitungsin-
dex in (62) "angehéngt” wird, in (62’) ”vorangestellt” wird.
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2.6 Parallelverschiebung und Geodatische

Auf der Mannigfaltigkeit M sei ein (nicht notwendig symmetrischer) Ablei-
tungsoperator V gegeben. Dann soll ein Vektorfeld X langs einer Kurve parallel
genannt werden, wenn in allen Punkten der Kurve die Richtungsableitung

VX =V X=6-VX =0 (73)
ist, in Komponenten
VX =0, X+ T, X657 = 0. (73)

Die letzte Formel zeigt, dass Parallelitat langs o auch sinnvoll ist, wenn X“
nur langs o definiert, also kein Vektorfeld auf M ist.

Bei gegebener Kurve ist (73’) ist ein lineares System gewohnlicher Dif-
ferentialgleichungen fiir die X“(s). Nach Standardséitzen gibt es also zu
Anfangswerten X“(s;) genau eine Losung X*(s) von (73’), zu Linearkombi-
nationen der Anfangswerte gehoren die entsprechenden Linearkombinationen
der Losungen, und X“(sg) = 0 gilt genau dann, wenn X“(s7) = 0 ist. Ge-
ometrisch bedeutet das: Die Parallelverschiebung langs einer Kurve ¢ von
p = o(s1) nach ¢ = o(s2) definiert einen Vektorraum-Isomorphismus des
Tangentialraums M, auf M,.

Allgemein wird durch

V.S :=V;8 =0 (74)

die Parallelitdt eines (s|r)-Tensors langs o definiert; die entsprechende Par-
allelverschiebung bildet die zu M,, gehorende Tensoralgebra isomorph auf die
in M, ab.
Die Parallelverschiebungen hangen i.a. nicht nur von den Punkten p, ¢, son-
dern von der Verbindungskurve o ab; darauf gehen wir in 2.8 ein.
Ein Ableitungsoperator V setzt also via (74) die Tensoren in verschiede-
nen Punkten zueinander in Beziehung; man spricht daher auch von einem
durch V oder die I'’s gegebenen linearen Zusammenhang (speziell einem sym-
metrischen linearen Zusammenhang).

Ein Kurve o heifit geodatisch, wenn ihr Tangentenvektor ¢ langs o parallel
ist, Vy0 = 0, in Komponenten

0,6 +T%4,6°67 =0 (75)

Dafiir schreibt man auch oft, indem man Kurven durch z®(s) symbolisiert
und J; = ()" setzt,

i+ 1%, %17 = 0. (75")
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Dies ist ein (in z® und £%) nichtlineares Differentialgleichungssystem fiir
die z%(s). Zu einem Anfangspunkt x(s¢) und einem Anfangstangentenvek-
tor 2%(so) gibt es also genau eine Losungskurve mit maximalem Intervall
a<s<bla<sy<b), wobei a,b endlich oder unendlich sein kénnen (auch
wenn die Kurve durch mehrere Kartenbereiche lauft, was i.a. der Fall sein
wird.)

Sei 0 = (0%(s)) eine Geodétische. Dann ist die "umparametrisierte”
Kurve 7(t) = o(s(t)) genau dann eine Geodétische, wenn die Parameter-
transformation ¢ +— s(t) affin ist, d.h. s = at + b mit reellen Konstanten
a,b;a # 0. Geodéatische mit demselben Bild (= Wertebereich) in M definieren
also fiir Teile dieses Bildes Langenverhéltnisse.

M heifit beziiglich V affin vollstandig, wenn alle Geodéatischen in beiden
Richtungen ”unendlich lang” sind, gemessen in ihren affinen Parametern,
also in obiger Notation a = —o00, b = +o0 ist.

Symmetrische lineare Zusammenhéange werden oft auch affine Zusammenhéange
genannt.

2.7 Metrische Ableitung, metrischer Zusammenhang

Jap sel eine (nichtausgeartete) Metrik auf M. Eine kovariante Ableitung auf
V heiflt metrisch, wenn die durch V bestimmte Parallelverschiebung Innen-
produkte von Vektoren ungeandert lalt, wenn also aus Vg u® =0, V,0* =0
ldngs einer beliebigen Kurve o folgt

Vs(gapuv”) = 0.
Das ergibt, dass fiir beliebige Vektoren u®,v®, ¢ gilt
uo‘vﬁvsgag = uavﬁc'f”gagw =0.
V ist also metrisch genau dann, wenn
0= Gapyy = Japy — Fé@ﬂ/géﬁ - Féﬁ'ygoﬁ (76)

Wir setzen kiinftig voraus, dass V (i.e., ng) symmetrisch ist, und schreiben
zur Abklirzung

1)
Lagy = Gasl” -

Die Gleichungen (76),

Loy + Ugay = gapy (77)
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haben wegen I'y[3,) = 0 die (einzige) Losung

1
Lopy = 5(904@7 t Jar,8 — gﬁv,a)-

Zum Beweis addiere man zu (77) die entsprechende Gleichung mit zyk-
lisch vertauschten Indizes a8y — [y« etc. und subtrahiere darauthin die
entsprechende Gleichung mit nochmals zyklisch vertauschten Indizes. Heben
des ersten Index’ ergibt

1
Y

ad
59" (

9584 + 57,8 — 9B1.6)- (78)
Zu einer Metrik gibt es also hochstens einen symmetrischen, linearen, metrischen
Zusammenhang, dessen Komponenten durch (78) gegeben sind. Die durch
(78) gegebenen GroBen, die auch Christoffelsymbole genannt werden, definieren
tatsachlich einen Zusammenhang; denn sie transformieren sich infolge des
Transformationsgesetzes fiir die metrischen Komponenten g, nach dem Gesetz
(68). Also gehort zu einer Metrik genau ein symmetrischer, linearer Zusam-
menhang.

Wir tiberlassen es den Leser(inne)n, sich davon zu iiberzeugen, dass die
Geodétengleichungen zu (78) die Euler-Lagrange-Gleichungen zu der La-
grangefunktion

1
L(z®, 2%) = §ga/g(x7)x'ax'ﬂ (79)

sind.
Da der Tangentenvektor ©“ einer Geodatischen o parallel langs o ist, ist
der Betrag von x® bei metrischem Zusammenhang langs o konstant, also

1
L= igag:'co‘jzﬁ = const. (80)

Unter allen Kurven, die die Bedingung (80) mit L # 0 erfiillen, sind die
Geodatischen gekennzeichnet durch das Variationsprinzip

5 / (Gagi®iP|ds = 0 (81)
das die Stationaritat der Weglange ausdriickt.

2.8 Krimmung

In diesem Abschnitt setzen wir nur voraus, dal V ein symmetrischer Ableitungs-
operator auf M ist, ohne eine Metrik anzunehmen.
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Bevor wir den Kriimmungsbegriff geometrisch besprechen, fiihren wir den
Kriimmungstensor analytisch ein. Wir bilden die zweite kovariante Ableitung
eines Vektors,

o o« o ) ) o
V%5 = V%54 + I'%0% 5 — Ip,0%,

setzen darin den Ausdruck (65) ein und bilden den beziiglich 3,y schiefsym-
metrischen Teil. Das Ergebnis ist

[0 1 (07
V8] = _éR 55“7”6 (82)
mit
Rpy5 = 2(I%pi5) + T ps1 ") (83)

Da in (82) links ein Tensor und rechts ein beliebiger Vektor v7 steht, folgt
nach der Quotientenregel, dass R, ein (1|3)-Tensorfeld ist, der Kritmmungstensor
von V. (Aus dem nicht-tensoriellen Objekt I' entsteht durch die nicht ko-
variante Operation d, = (...) o ein Tensor.)

Aus (83) und der Symmetrie der I'’s ist abzulesen, dass gilt:

R%3(46) = 0, R%gy5 = 0. (84)

Auflerdem gilt die Bianchi-Identitat

Raﬁ[v&e] = 0. (85)

Beweis: Da dies eine Tensorgleichung ist, gentigt es, sie in einem (beliebigen
Punkt) p in einem geeigneten Koordinatensystem zu bestétigen. Wir nehmen
Koordinaten, die in p geodétisch sind, I'*,(p) = 0. Dann reduziert sich die
behauptete Gleichung in p auf R® g5, = 0, und bei Differentiation von (83)
in p erhalten wir I'“ 5 1) = 0 wegen der Vertauschbarkeit partieller Ableitun-
gen. Eine analoge Argumentation wird oft angewandt, um Rechnungen zu
verkiirzen.

(Die beim Ubergang von einem flachen Raum zu einem gekriimmten
Raum auftretende Nichtvertauschbarkeit der kovarianten Ableitungen, V,Vg #
V3V,, ist formal analog zu der bei Quantisierung auftretenden Nichtver-
tauschbarkeit von Koordinaten - und Impulsoperatoren.)

Um die Rolle von R'... als "Kriimmung” zu verstehen, verallgemeinern
wir zuerst die Vertauschungsregel (82) auf beliebige Richtungsableitungen.
Sei ¢ eine (wie immer unendlich oft differenzierbare) Abbildung eines R%-
Internvalls in M:

a<u<b c<v<d olu,v) €M,
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in Koordinaten gegeben durch o®(u,v). Fiir jeden festen Wert von v definiert
o(u,v) eine "u-Kurve” mit Tangentenvektor U* = 9,0, fiir festes u entsprechend
eine v-Kurve mit V* = 9,0%. (Wir lassen zu, dass einige u-Kurven oder v-
Kurven zu Punkten entarten; das Bild von ¢ in M darf sich auch iiberschneiden
oder beriihren.) Unter diesen Voraussetzungen gilt fiir die Richtungsableitun-
gen von U und V¢

V,U* = 0,0,0% +T%3,U° VY =V, V. (86)

Sei weiter W(u,v) ein ”Vektorfeld iiber o7, d.h. W sei ein Vektor in
o(u,v), differenzierbar in (u,v) dann gilt:

(VuVy — V,V )W = R%s5, WUV, (87)

Dies ist leicht nachzurechnen mit in irgend einem in p = o (ugvy) geodétischen
Koordinatensystem, wie oben im Beweis von (85).

Als Anwendung von (87) nehmen wir die u-Kurven geodéatisch, V,U® = 0,
und setzen W< = U“. Wir erhalten

V.V, U = R, U UV
und wegen (86)
V.V, V® = R, U UV (88)

Hierin kannV“ bis auf einen ”"kleinen” konstanten Faktor als Verbindungsvek-
tor der Geodatischen v = const. mit der ”Nachbargeodatischen” v + ¢ ve-
ranschaulicht werden wegen o®(u,v) — 0%(u,v + ¢) = eV Gleichung (88)
driickt also aus, dafl der Verbindungsvektor ”benachbarter” Geodétischen
i.a. keine lineare Form des affinen Parameters der "ersten” Geodétischen
ist, im Gegensatz zur ”gewohnlichen” Geometrie; dies kann als Kennzeichen
fir Krimmung genommen werden. (Man denke an Langenkreise auf einem
Globus.)

Die wichtige Gleichung (88) heifit Gleichung der geodétischen Abweichung
oder Jacobigleichung; die Losungen V¢ langs einer u-Geodatischen nennt
man Jacobifelder.

Die Jacobigleichung 1a3t vermuten, dass die affinen Raume der elementaren
analytischen Geometrie durch das Verschwinden des Kriimmungstensors ge-
kennzeichnet sind. Das ist lokal richtig - wie gleich zu zeigen ist.

Eine Mannigfaltigkeit M mit symmetrischem linearem Zusammenhang
V heifit flach, wenn es zu jedem Punkt p von M eine Umgebung U gibt,
in der die Parallelverschiebung von Vektoren wegunabhangig ist. Dann gilt
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der Satz: (M,V) ist genau dann flach, a) wenn es zu jedem Punkt eine
Koordinatenumgebung gibt mit I'g = 0, b) wenn R%z,5 = 0 ist

Beweis: Sei (M, V) flach und die Parallelverschiebung von Vektoren in
U wegunabhangig. Dann definiert jeder Vektor vy in p durch Parallelver-
schiebung langs beliebiger Kurven in U ein Vektorfeld v* mit v®.53 = 0.
Das totale Differentialgleichungssystem

Uayg = —Fa(;gvls (89)

ist also zu beliebigen Anfangswerten (z®,v®) losbar, also gilt wegen v* ., =
v* , 3 und

o . o 4 « f _ pa 1) e feY I
V% gy = —1%p0" = I%5,0" = T80 0" — I 50

die Integrabilitatsbedingung R“s,; = 0, und umgekehrt garantiert diese Be-
dingung die Losbarkeit von (83) und damit die Wegunabhéngigkeit der Paral-
lelverschiebung. Man rechnet leicht nach, dafi die Integrabilitatsbedingung
fiir

Wayg = Wa,p = Tapwy =0 (90)
ebenfalls R%g,s = 0 ist. Ist diese erfiillt, so kann man also (90) 16sen mit
Anfangswerten wéa) = 03 in p. Die Losungen wéa) erfiillen

w® g = 0,als0 w5 = w5 =0,

also gibt es Funktionen z(® mit w(a)ﬂ = m(a)ﬁ. Wegen w(o‘)g = 03 sind
diese Funktionen in einer Umgebung von p unabhangig, konnen also als neue
Koordinaten z® = z(® genommen werden. In diesen neuen Koordinaten
gilt dann w(® g = 6% 4 und w("‘)glwf = _Fa,ﬁ’v/ = 0. Die Umkehrung —I'" =
0= R..=0, ist wegen (83) trivial.

Als Zusatz sei erwahnt: Die Flachheit ist auch damit dquivalent, dafl die
Parallelverschiebung langs solcher Kurven, die sich ineinander deformieren
lassen, gleich sind.

Mit diesem Satz (besonders dem Zusatz) ist neben der nach (88) bespro-
chenen Eigenschaft eine zweite geometrische Interpretation von ” Kriimmung”
gegeben: Krimmung bedeutet Wegabhangigkeit der Parallelverschiebung
von einem Punkt p nach einem anderen Punkt q.

Als Ergénzung zu (82) erwdhnen wir:
Fiir jeden symmetrischen (0|2)-Tensor h,g gilt:

hago) = he@ B pys- (91)

(Zum Beweis ist es bequem, zuerst h,s = waws zu nehmen und dann den
Hilfssatz aus 1.4 anzuwenden.)
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2.9 Metrische Krimmung

Jetzt werde angenommen, M sei mit einer (nicht ausgearteten) Metrik g3
versehen und V sei der zugehorige metrische, symmetrische Zusammenhang
und R%g,s dessen Kriimmungstensor. Dann gelten natiirlich alle Aussagen
aus 2.8. Zusétzlich ergibt sich aus (91), angewandt auf g,s, die Symmetrie

Rapyrs = 0. (92)
Daraus und aus (84) folgt noch (Ubung)
Raﬁ’yé = R’yéaﬁ- (93)

Aus den Symmetrien von R... folgt fiir dimM = n = 4, dass der Kriitmmungstensor
20 unabhangige Komponenten hat, fiir n = 2 nur 6 und fiir n = 1 nur eine.
(Allgemein £n?(n* —1).)

Wegen (77) gilt in einem Punkt p in einem Koordinatensystem z* die
Gleichung g5, = 0 genau dann, wenn I'“g, = 0 ist. Es gibt also zu einem
Punkt p immer ein Koordinatensystem, das in p orthonormal und geodéatisch
ist. (Man macht zunéchst g,5, = 0 in p und erreicht darauthin durch lineare
Transformation die diagonale Normalform (25)in p.)

Aus dem Satz in 2.8 folgt: Es gibt in M zu jedem Punkt eine Umgebung
U mit orthonormalen Koordinaten, so dass also in U die Komponenten g,z
ihre Normalform (25) annehmen, genau dann, wenn der Kriimmungstensor
auf M {iiberall Null ist; (M, gop) heifit dann lokal flach. Wenn das der Fall
ist und M einfach zusamenhéngt, gibt es sogar ein globales orthonormales
Koordinatensyystem; der Raum wird dann global flach genannt.

Abschlieend definieren wir durch

Rag = R'Ya,yﬁ (94)
den Riccitensor, durch
R:= R%(= g*"Rap) (95)
den Ricciskalar und durch
1
Gag = Raﬁ — égagR (96)

den Einsteintensor.
Wegen (93) sind Ricci- und Einsteintensor symmetrisch, und aus der
Bianchi-Identitat (85) folgt durch zweifache Spurbildung die Divergenz-Identitét

G5 =0. (97)

Sie spielt in der allegemeinen Relativitéatstheorie eine grofie Rolle.
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3 ﬂbungen und Zusatze

Die folgenden Aussagen ergeben sich leicht aus den im Text beschriebenen
Sachverhalten. Sie konnen zum FEintiben der Begriffe dienen und ergénzen
den Text. Die unter (m.n) aufgefiihrten Aussagen machen vom Text bis
einschliefllich Abschnitt m.n Gebrauch.

1.1

1.2

1.5

1.6

1.9

1.10

2.1

2.2

Die rellen homogenen Polynome dritten Grades in R? bilden einen
Vektorraum P. dimP = 7

Die hermitischen (2 x 2)-Matrizen bilden einen reellen Vektorraum
H. dimH = 7

Beschreiben Sie den Dualraum von H.

In der Mechanik ausgedehnter Korper und der Elektrodynamik
kommen Tensoren und tensoralgebraische Gleichungen vor. Beispiele?

Sei Appgys = Ahtﬂ[aﬁ]‘ Dann ist A[aﬁ'y(ﬂ = Aa[ﬁ'y(ﬂ'

Sei n =4 und F,g) = 0. Dann ist F,z darstellbar als
Fog = AjoBpg) genau dann, wenn Fy3F,5 = 0 ist.

Im euklidischen R3 ist @ = b x € eine andere Schreibweise fiir
a’ = n';pbick (n = Volumentensor der euklidischen Metrik.)

Sei V ein n—dim. Vektorraum mit Metrik g, und einem zugehorigen
Volumentensor 7. Dann hat 7 beziiglich einer beliebigen orien-
tierten Bais die Komponenten 1q, ..o, = |det(gag)|2 x. (Vorzeichen
der Permutation (12...n) — (qjas ... qy).

Gilt in einem Vektorraum mit Minkowskimetrik fiir raumartige
Vektoren A, B, d.h. fiir A? > 0, B*> > 0, die Ungleichung |A+ B| <
Al +[B]?

Das Intervall 0 < x < 1 ist als Mannigfaltigkeit diffeomorph zu R.
Wenn M diffeomorph zu N ist, gilt dimM = dimN.

Eine differenzierbare Mannigkfaltigkeit hat einen Atlas mit abzahlbar
vielen Karten.

Auf der 2-Sphire S? := {(z,y, z)|z? + y* + 2% = 1} gibt es einen
Atlas mit 2 Karten.

In einer Mannigfaltigkeit lassen sich je zwei Punkte durch eine
Kurve verbinden.
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2.3

24

2.7

2.9

Sei Vay..ap = Play..ap)ein Tensorfeld. Dann ist ©(a,..apa..,) auch

ein Tensorfeld. ((),o, = 0a)

Sei M eine Mannigfaltigkeit mit Metrik g,5 und g := |det(gags)|-
Dann ist x [ v/9 d"z vom Koordinatensystem unabhangig. (X sei
ein kompakter Bereich von M, der natiirlich mit verschiedenen
Koordinatensystemen beschrieben werden kann. Volumen von X.

Sei 0 : s — o(s) eine Nullgeodétische im Lorentzraum (M, g),
d.h. 6% = 0. Dann ist ¢ : § — o(s[8]) mit s := [Q7'dS eine
Nullgeodatische beziiglich der konform reskalienten Metrik gn.s =
QQQQB.

Fiir den Kriimmungstensor einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit
mit Metrik g,z gilt

firn=2:R% = 2K5f}yg§]5, (= Rop = Kgup)

(K heifit Gaukriimmung);

. _ . o _ [a pA a 5B
firm=3:R ﬁ,ﬂ; = 45[7R5] — R(5[ 55].

v

Auf R? (als Mannigfaltigkeit) gibt es eine Metrik g konstanter
Krimmung K = 1. Ist (R?, g) affin vollstindig?

auf S? existiert keine flache Metrik.

Sei n =4 und (M, gop) Lorentzsch. Es werde gesetzt

*Ropys = %na@’\“R)\,m; (Linksdual),

R = 5 Rapaum™ s (Rechtsdual).

Dann a8t sich R.... eindeutig zerlegen, Rogvs = Copys + Eapys mit
*C....=C*... , *E...=-—FE*..

E,p5 ist tensoralgebraisch darstellbar durch g.s und R,gs.

Fiir den soeben definierten Weyltensor C.... gilt: C%g,s éndert
sich nicht bei konformer Reskalierung der Metrik, gag — Q2%gag-

Frohes Schaffen!!

31



