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Vorlesung

Schwarze Locher und Neutronensterne
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1 Schwarze L 6cher: Schwarzschild- und
Kerr-Raumzeit

1.1 Randwertprobleme flr axialsymmetrisch, station are

Raumzeiten
e 2 Symmetrien: Stationaritat und Axialsymmetrie== 2 Killing-Vektoren:
& ,Metrik unabhangig von Zeif’

n*  ,Metrik unabhangig vom Winkep”
(statische Raumzeit, z.B. Schwarzschfltiorthogonal zu Hyperflachen konstanter Zeit)

o Weyl-Lewis-Papapetrou Koordinaten (Zylinderkoordimate(, ¢, t):

ds? = e *[e*(dp? +dC*) + W?dp?] — & (dt +adp)?, € =07, n" =,

U, k, a, W hangen nur vom und(¢ ab
(statische Raumzeit: = 0)

¢

+
A C Rotierender Korper in der ART

Ziel: Formulierung eines Randwertproblemes

B fur das aulRere Vakuumfeld (Randwerte bei

p

e im Vakuumgebieti’” genigt Einstein-Gleichung
Wop+Wee=0

— man kanniV = p durchp-¢-Koordinatentransformation erreichen
(AW =0 = W=Fp+i()+G(p—-1i)

Wreel = G=F

Koordinatentransformation! +i{’ = 2F (p+i() = W =)/)



e Vakuum-Einstein-Gleichungen:
4U

1
vap+;va+U,<< = _2—p2(a,2ﬁ+a,2C) ()
(e‘*U%) + (&UE) =0 2)
P/ P 7
, S oAU
kp=pU,—-U¢) — 4—p(a7p —ay), ke=2pU,U;— 2—pa7pa,< 3

— k kann als Linienintegral aus unda berechnet werden
e (2) kann gelost werden durch Einfuhrung einer Blgemar
ap = pe_4Ub7¢, ac¢ = —pe_4Ub7p
wegena ,c = a, genugt den Gin.

(Pe_4Ub,p),p + (Pe_4Ub,C)7C =0 4)

e (1) und (4) sind einer komplexen Gleichung aquivalent:

%f (f,pp"’ %fm_'_fv(() = f,2p+f724

Ernst-Gleichung

mit f := e?Y + ib: Ernst-Potential
e Randbedingungen

— im UnendlicherC: asymptotisch flache Raumzeit
= U—0, k—0, a—0, f—1 fur p>+— o0
= ds? — dp? +d¢* + pidp? — di? (Minkowski)

— Symmetrieachsgl*:  verschwindet
= NN = g’ = gpp = pPeV — a2V =0 = a=0
elementare Flachheit (Umfaig und Radius eines infinitesimalen Kreises erfillen
Uy=2mr) = k=0

— OberflacheB: spezielle Daten abhangig vom zentralen Objekt
fur ein zentrales schwarzes LodB & H: Ereignishorizont) folgt (Carter 1973):
H ist Killing-Horizont, d.h. es gibt Normalenvektor® zu H, der Killing-Vektor
ist und dessen Norm a@{ verschwindet

0.B.dA. \* =&+ €+ |y =0

(©2: Winkelgeschwindigkeit des schwarzen Loches)

= HI pIO, K12CZK2



A*:a—f);\\
k=0
Klzh B \\CZf-)].
H:le+ Q=0
/ p
Ky=—h |
A_:a—o, ///
k=0 .-

e LOsung des Randwertproblemes mit darersen Streumethode
ldee:

— Ernst-Gleichung gehort zu bemerkenswerter Klasse vofei@ifitialgleichungen

fur die ein zugeordnetes lineares Problem (LP) existiegiches der urspringli-
chen Gleichung aquivalent ist
(andere Beispiele:

Korteweg-de-Vries-Gh ; + 6uu ; + U 45 = 0,
Sinus-Gordon-Gl¢ ,, — ¢ 4+ = sin ¢)

Losung des LP entlang der Randét,C, A~, H

— Fortsetzung der Losung zu aller,-Werten

— Berechnung des Ernst-Potentiglaus Losung des LP
— Berechnung voi/, a undk ausf

1.2 Das lineare Problem im statischen Fall
e Statk: a=0 = b=0 = [f=e%
e Emst-Gl.: |
AU =U,,+ ;va + Ui =0

e komplexe Koordinaten:
z:=p+i(, Z:=p—iC



o LP:

be= (1440, ve= (143 dv

W =1(z, z, K) Pseudopotential, K € C spektraler Parameter,
Mz, 2, K) = /252 A= A(z,2)

K+iz’

die Integrabilitatsbedingung . = v ;. impliziert:

Alz,2)=U,, A(z,2)=U;z;, AU=0

Berechnung vory:

f(p, Q)= lim 9(p,¢, K)

K—o00, A—1

1.3 Ergebnisse

e Ernst-Potential eines rotierenden schwarzen Loches {ki@&sung):

(h —1ia)ry + (h +1ia)ry — 2hM
(h —ia)ry + (h +ia)ry + 2hM

mit’f’l/g = \/(Cj:h)z—‘— 2, h2:M2—a2

M: Massepn = J/M: Drehimpuls pro Masse

e f(p.¢Q) — alp,C), k(p,Q)
¢ in Boyer-Lindquist-Koordinatefr, 0, ¢, t) mit

f(p,¢) =

p>=Asin?f, (= (r— M)cosf, A:=r*—2Mr+a*

(At: 0=0, A : O=7m, H: A:=0r=M+VM2—a?

2
ds? =% (% + d6’2) + (r* + a*) sin? 0 dp? + QZﬂ(a sin? @ dy — dt)? — dt?

Kerr-Losung (Roy Kerr, 1963) in Boyer-Lindquist-Kooraiten (1967)

mit
Y =172 +a’cos? 6

statischer Grenzfall = 0: Schwarzschild-Losung in Schwarzschild-Koordinaten



1.4 Diskussion der Kerr-L 6sung

beschreibt rotierendes schwarzes Loch (aber nicht dasreldesines beliebigen axi-
alsymmetrischen, stationaren, rotierenden Sterns!)

Losung invariant bzglt — —t, a — —a

r—oo: Y~ri A~r? ds? — dr? 4 r?(d6? + sin? 0 dp?) — dt? (Minkowski)
asymptotisch flache Raumzeit

Losung invariant bzglt — —t, a — —a

in grof3er Entfernung:

2M 1 in” f 1
gr=-1+—+0( =), gw:_zjsm +0 (=
r T r

,
— in ART: J kann im Fernfeld abgelesen werden

spezielle Hyperflachen:

1) A=0:
r=ry:=M+vVM—a?
— Koordinatensingularitaten (fur#£ 0, a=0: r, =2M, r_ =0)
— r,: Ereignishorizont (existiert nur fijz| < M, anderenfalls: nackte Singula-
ritat; Hypothese der kosmischen Zensur: im Universumtexisn keine nackten
Singularitaten auf3er der Urknall-Singularitat)

2 x=0:

m
2
Kretschmann-SkalaR ,,.q R = %(ﬁ —a?cos? 0)(X?% —16a*r? cos® §) — oo
— ,physikalische” Singularitat (Ring-Singularitat)
(3) 0= [¢]* = gup€*’ = g = —1 + %
r=ry(0) =M+ VM2 —a2cos20 (groRere Wurzel)
— Grenzflache der Stationaritat

r=0, 0=

ary
T_
\J Ergosphare




e regulare Koordinaten: ersetze, ¢t) durch(®, v) mit

a r? + a?
d(ID—dap—l—Zdr, dv=dt+ A dr
sin” 0

ds? = %d#? — 2asin? 0 drd® + 2drdv + [(r* + a*)? — Aa?sin® §]dD?

AM 2M
—Tra sin? Adddv — (1 — ZT) dv?

Kerr-Koordinaten
(0,v,®) = const.: einlaufende Null-Geodatische
fur a = 0: Schwarzschild-Losung in (einlaufenden) EddingtonkEistein-Koordinaten
2M
ds* = 2drdv + r*(d6? + sin®  dp?) — (1 — —) dv? (P =)

r

1.5 Die Ergosph are
e Gebiet zwischem = r* undr = r,(0) (existiert nur fura # 0)

e Killing-Vektor ¢ raumartig, d.h|¢|? = g, > 0
(zeitartige Linearkombination vofiundn existiert jedoch)

e g4 >0 = keine zeit- oder lichtartige Weltlinie moglich mit= const.,¢ = const.,
© = const. (keine statischen Beobachter):

|
ds® = g, dr® + gap d0® + go, dp® + gu dt* + 2g4dpdt <0
~~ ~~ <~ ~~
>0 >0 >0 >0
= adyp >0
— Teilchen (Beobachter) rotieren notwendigerweise mit dehwarzen Loch

e Teilchen und Lichtstrahlen kdnnen in Ergosphare eirggimund sie auch wieder ver-
lassen

e Penrose-Prozel3 (Penrose 1969): Energieentnahme aus mitierenden schwarzen
Loch

Teilchen (mit Energidy,) dringt in Ergosphare ein,
zerfallt in zwei Bruchstucke,

1 Teilchen (Energid,) fallt ins schwarze Loch,

1 Teilchen (Energid’,) entkommt




— Teilchen mit Massen: £ = —p,£* = —mu,£® (erhalten entlang von Geodati-
schen)

— lokale Energie-Impuls-Erhaltungg = p{ +p5 = Ey=E1+ E,
— aul3erhalb Ergospharé&;, > 0, £, > 0 (£ zeitartig)

— innerhalb Ergosphard?; < 0 moglich ¢ raumartig)
= EQIEO—E1:E0+|E1‘>EO

— Ergebnis fur schwarzes Loc/ — M — |FE4|, J nimmt ab

— Prozel3 nur moglich big = 0, maximal konner29% der Energie extrahiert wer-
den:

Drehimpuls eines Teilcheng: = p®n,

fur Teilchen 1 beim Eintritt ins schwarze Lock { Qn lichtartig aufH, p; zu-
kunfsgerichtet und zeitartig) = 0 > p{ (& + Qn,) = —E1 + Q.

= Ji<Z<0 (B <0,0BdAQ>0)
fur das schwarze Loch gilt:

oM a
OM=FE, <0, 6J=J1<0 = 5J<ﬁ’ (Q_QMr+)

bzgl. der irreduziblen Masse (Christodoulou 1970)

1
M2 = (M2 VM- J2> = My >0

2
2 2 2 2 2
=M :Mrr+4M2 Z‘]Wirr >Mrr,A
irr
:>MA_MB < 1_]WirnA
My My

1 N
= 1‘@\/§(Mi+\/Mﬁ—Ji)

1 J3
= 1—,/=[1 1— A
2<+ Mﬁ)

1
< 1-———=029
— \/5

maximaler Energieverlust fuf, = M?3 (a4 = M,): extreme Kerr-Losung




2 Das Cauchy-Problem in der ART

2.1 Einfuhrungsbeispiel: klassische Elektrodynamik

e Maxwell-Gleichungen:

V-D=p, V-B=0, VXE+%—§:0, VxH=j+-—"
(E: elektrische Feldstarkes: magnetische FluRdichté): elektrische FluRdichte,
H: magnetische Feldstarke, Ladungsdichte;j: elektrische Stromdichte)

o Kontinuitatsgleichung

op
Eij =0

e homogene, lineare Materié) = c &5, H = L B mit = = const. (Permittivitat),
1 = const. (Permeabilitat):

- - OF
eV-E=p, V-B=0, VxE+—=0, EVXB—j—i—éat

e 2 GIn. ohne Zeitableitungen (Zwangsbedingungen),
2 GIn. mit Zeitableitungen (Zeitentwicklungsgleichunyen

e Anfangsdaten, B beit = 0) milssen Zwangsbedingungen erfullen, die Zeitentwick-

lungsgleichungen (zusammen mit Gleichungen fur die Maéegen Felder fut > 0
fest

e Zwangsbedingungen automatisch erfullt fus 0:

0 - 8p dp
at(sVE ,o) V(VxB—y) = <at+v g) 0

B ,
5V B=-V-(VxE)=0

2.2 Blatterung der Raumzeit

e Zerlegung vor(M, g,) in Familie sich nicht iberschneidender, raumartigerir-dHy-
perflachern:

e die ZeitschnitteX sind (zumindest lokalAquipotentialflachen einer skalaren Funktion

t (,Koordinatenzeit”)t(z*) = const. aui:

o X raumartig=- |(t,4)|? = g®t .ty = gV, tVit = —5 <0, «a > 0: lapse-Funktion



e zeitartiger Normaleneinheitsvektof:

Ng = —at,, n"= —agabtb, ngn® = —1

neg. Vorzeichen, damit® in Richtung wachsenderWerte zeigt
(t(x* +en®) —t(x") =t en® 4+ O(e?) = £ + O(e?) > 0)
e induzierteraumliche Metrikauf Hyperflachert:

Yab = Gab T Ma

e jeder4-dim. Tensor kann zerlegt werden in:

a) raumlicher Anteil (lebt” in X) ergibt sich durchUberschieben mit Projektionsten-
sor
V=3 +ntmy (= A4’ =0)

b) zeitlicher Anteil (parallel zw*) durchUberschieben mit
N% = —n®n, (= Nn®=n")
e Definition der3-dim. kovarianten Ableitung
DT = 7,97 VaT'

=- mit raumlicher Metrik kompatibelD,v;,. = 0
kann mittels der 3-dim. Zusammenhangskoeffizienten (@ifed-Symbole) ausgedriickt

werden

1
I = §7ad(%lb,c + Ydep — Voe,d)

¢ 3-dim. Riemann-Tensatefiniert durch

Wy, Rd

2D, Dyw, = R* altd =0

cba

Explizite Formel:R ;¢ = I'?

ac,b

- Fgc,a + cmrgb — Iy

bc™ ea
¢ Ricci-Tensor R, = R,

e KrummungsskalarkR = R?,

e Definition derau3eren Kilmmung

1
Ko = _f}/acq/bdv(cnd) = _fyacvcnb = _icn’yab

— K ist raumliches Objekt, per Konstruktion symmetrisch

10



— beschreibt, wie BlatE in Raumzeit)/ eingebettet ist
on o< Ky

P+ 6P
— beschreibt eine Art Zeitableitung vop,
— Spur:K = ¢g*K,, = —V,n*

e Projektionen des 4-dim. Riemann-Tensors:
VA% DRpgrs = Rapea + KaeKps — KaaK,e  (GauB-Gleichung)
ryrbrypa/chns (4)Rqus - DaKbc - DbKac (COdaZZ|'GIe|Chung)

1 o .
nn .yt DR gue = LoKap + aDana + K9 K,.. (Ricci-Gleichung)

2.3 Die ADM-Gleichungen (Arnowitt, Deser, Misner 1962)

e Ziel: Berechnung von Projektionen der Einsteingleichumge
‘R — % D Rgyy = 87Ty, (G=c=1)
in ¥ und in Richtung vom
o zweifachedJberschieben der GauR-Gl. mit der raumlichen Metrik drgib
R+ K? - K,K® =167p (Hamiltonsche Zwangsbedingung)
p = n*n’T,,: Energiedichte (gemessen von einem Normalen-Beobaghyer
o Uberschieben der Codazzi-Gl. mit der raumlichen Metrik:
DyK® — D, K = 87j, (Impuls-Zwangsbedingung)
Ja 1= —7% n°Ty.: Impulsstromdichte, Massenstromdichte

e beide Zwangsbedingungen beinhalten nur raumliche Graoie deren raumliche Ab-
leitungen

e missen in jedem individuellen Blait erfullt sein

e wir benotigen Zeitentwicklungsgleichungen die besdieai wie sichy,,, K, mit der
Zeit andern (von einem Blai zum nachsten)

11



— definiere Vektor
t* = an® + 34,
wobei dershift-Vektors® raumlich ist 3%n, = 0); t* erfullt t*V,t = 1

T

Zt+5

ean

st“:

/ gﬁa
2y

— alle infinitesimalen Vektorent®, die auf demselben Blalt; beginnen, enden auch
auf einem einheitlichen Blai, , .

— lapsea und shift3* bestimmen zusammen, wie sich die Koordinaten von Blatt zu
Blatt andern

— Umschreiben vou,;, = —%ﬁn%b ergibt Zeitentwicklungsgleichung fir,,
'Ct’yab - _2aKab + 'Cﬁ’}/ab

— Kombination der Ricci-Gl. mit den Einstein-GIn. und der Ga@l. fuhrt auf Zeit-
entwicklungsgleichung fuf

1
»CtKab = —DanOH—Oé(Rab—2Kacch—|—KKab)—877'0( Sab — 5(5 - p)’}/ab +£,3Kab
wobei
Sab = %c%dTCCl» S = vabSab

— Zeitentwicklungsgleichungen garantieren Erfullung derangsbedingungen (wie
in der Elektrodynamik): wenn Zwangsbedingungen am Anfafigllesind, dann
sind sie auch auf jedem zukunftigen Blatt erfullt

e an3 + 1-Zerlegung der Raumzeit angepalites Koordinatensystem:

— Einfuhrung raumlicher Basisvektoren i = 1,2, 3, die die HyperflacheX auf-
spannenp,(e;)* =0
— 4. Basisvektore, = (t*) = (0,0,0,1)

— Konsequenz4. kontravariante Komponente jedes raumlichen Vektorsorewvin-
det, z.B.

(8%) = (8,0)
— Normalenvektor:

(n) = é(—ﬂ", 1), (n.) =(0,0,0,—a)

(Def. vont?) (t als 4. Koordinatep, = —at ,)

12



— Linienelement:
ds? = y;(de’ + F'dt)(da’ + Fdt) — odt®, gy = v

— Zwangsbedingungen und Zeitentwicklungsgleichungen. wagmlicher Kompo-
nenten:

Hamiltonsche Zwangsbedingung:

R+ K? — K;; K" = 167p

Impuls-Zwangsbedingung:

D,K’, — D;K = 87y,

Entwicklungsgleichung fur raumliche Metrik:
iy = —2aK;; + Dif; + D;f3;

Entwicklungsgleichung fur auRere Krimmung:

1
8tKij = —DiDjOé + OZ(RZ‘J‘ — 2K2kKk] + KKZJ) — 8t (SZJ — Q(S — p)’ym)

+8*DyKij + K D; 3% + Ky D;

e Anmerkungen

— Blatterung der Raumzeit in 3-dim. raumartige Schnitteapeetrisiert durch

— auf jedem Blatt sind eine 3-dim. Metrik; und eine 3-dim. aul3ere Krimmunhg;
definiert

— Anfangsblatt: Vorschreiben dieser Tensoren derart, da@éngsbedingungen erfullt
sind (unterbestimmtes elliptisches Gleichungssystem)

— Zeitentwicklungsgleichungen bestimmen weitere Entwiokl von~;; und K,
(derart, dal3 Zwangsbedingungen weiterhin erfillt sijed}pch nicht Entwicklung
von lapsen und shift 3
— a und /3’ stellen die Eichfreiheitsgrade der ART dar (bestimmen, sith Ko-
ordinaten von Blatt zu Blatt entwickeln)

— Cauchy-Problem (Anfangswertproblem): Konstruktion Yoh g,,) aus(Xo, v;, £;)

13



Einfache Neutronensternmodelle:

sph arisch-symmetrische Sterne

3.1

Birkhoff-TheoremDas aul3ere, asymptotisch flache Vakuumfeld einer belegbkugel-

symmetrischen Materieverteilung (z.B. kollabierendegroekpandierender Stern) wird

durch die Schwarzschild-Losung beschrieben.

Linienelement und Energie-Impuls-Tensor

¢ jede kugelsymmetrische Metrik kann in die Form

ds* = AdR? + B(d#® + sin? 0 dp?) + 2CdRAT — DAT*

gebracht werden, wobei, B, C, D Funktionen vonk und 7" sind

o Koordinatentransformation:

(1) r=vB = ds*=Edr?+r*(d6? +sin? 0 dy?) + 2FdrdT — GdT?

(2) dt = H(GAT — Fdr) (H: integrierender Faktor)
= dt* = H*[G(GAT? — 2FdrdT) + F?dr?]

e Ergebnis:

ds? = e*dr? + r2(d6? + sin® 0 dy?)

e statischer Stern:

A=), v=ur(r)

Vierergeschwindigkeit(u®) = (0,0,0,e™"/?), u®u, = —1
(Materie ruht im gewahlten Bezugssystem)

e Energie-Impuls-Tensor des idealen fluiden Mediums:

3.2

Toy = (jt + p)Uuatp + PYap

p: Druck, u: Energiedichte

Feldgleichungen

e Einstein-Gleichungen

1
R — 5 Rgy = 8xTy

14

— e¥dt?



¢ nicht-triviale Komponenten:

r
4 1/2 v =\

=b=2 A =8

¢ ¢ (2 14 2 ) w
DU | 1

a=b=4 —e_’\<———2)——2:—87r,u
roor r

e Konsequenz der Feldgleichungen (Bianchi-ldentifﬁfﬁ;b =0

/

= p=—5k+p)

— kann anstelle einer der Feldgleichungen benutzt werden: (@nstelle (6))

(5)
(6)
(7)

(8)

¢ die 3 Feldgleichungen bestimmen zusammen mit einer Zustgeidhungf (p, 1) = 0

die 4 Funktionen/, A, p und

3.3 Die TOV-Gleichung

e Losung von (7):

7 = Srw?=1-(e™) =re*=r—2m(r)+C, C=const.

mit derMassenfunktion

T

m(r) = 47r/,u(93)x2dx
0
Auswertung bet = 0 ergibtC' = 0 (fur beschrankte\)
Ergebnis:
2m(r)
T

e M) — 1 =

e Gleichung furp:

A1l 1+8mpr? 1
T T r—2m T

Einsetzen in (8):

r(r —2m) m

o = _(p+p)Ampr® +m) m, (1 N g) (1 N 47?7“31)) (1 _2m
r u

r

3

TOV-Gleichung (Tolman, Oppenheimer, Volkov 1939)

15
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¢ Newtonsche Theorie:

1
AU = —2(r2U')’ =4 = U = m(r)

r r2

Euler-Gleichung:
m

Vp=-uVU = p=-=upu
.

3.4 Die innere Schwarzschild-L  6sung

e besonders einfache Zustandsgleichyng: const.

o fUhrt auf:

e Losung der TOV-Gleichung:
o 3cv/1—Ar2 —1

r)=—= , ¢ = const.
plr) 3 1—cv1— Ar?
5
N
3<
p(r)
2]
1
0 T
0 2 4 6 8 10
e Berechnung vom aus Gleichung fur’:
J 1 + 8mpr? 1 _ 2Acr

r—2m T (1 —cV1—Ar?)y/1— Ar?
Integration ergibt:

v=2In(l —cvV1l—Ar?) +d, d=const.

e Berechnung der Konstanten rilbergangsbedingungen an der Sternoberflacker,

16



i) pro) =0 = 1 N V1—Ar2 — /1 — Ar}
r = C= —— =
P 3y/1— Ard P 'u?n/l — Ar} — /1 — Ar?

(ii) StetigkeitA:
AuRenraum:

dr? 2M
d82 = j—i—ﬁ(d@z—l—sinz@dgoz)— (1—7) dtz :>e)\: o

1 1

1—w:1—A7’8
0

=

1
= M = §Ar8’ =m(rg)

(i) Stetigkeit vonv:

4
(1——) = §ed = el= Z(I—Arg)

2
= &' = E 1—147"%—%\/1—147‘2}

e Anmerkung: in geeigneten Koordinaten sind die metrisch@amiale und deren Normalen-
(r-) Ableitungen stetig — in unseren Koordinaten ist jedo¢hinstetig

e Buchdahl-Limes
— Druckp(r) fallt monoton vom Zentrum zur Oberflache hin

(0) = 1—/1—Ar
P MS\/l—ATS—l

— Zentraldruck

ist endlich und positiv nur fur

8
3Wl-Arg>1 = A7~§<§

9 9
= >-M=--2M
o~y 8

— regulare Innenlosung existiert nur fur hinreichend($go Sternradius

— Gultigkeit derselben Ungleichung kann fir beliebigenigrftige Zustandsglei-
chungen /() < 0) gezeigt werden

— ein Stern mitry < %M kollabiert unvermeidlich
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3.5 Allgemeine Zustandsgleichung
e Zustandsgleichungi = p(u)

e im Allgemeinen nur numerische Losung moglich

e maoglicher Algorithmus:

1. m(r) = e®+ O(rY) —  Einfilhrung der Hilfsfunktioni(r) = =)

3

= dap = 3m+rm

Ersetzen von undp(u) durchm in TOV-GL.
— gewdhnliche Differentialgl. 2. Ordnung fiin

2. Wahl der Anfangsparameter:
(1) m(0) (oderp(0) oderu(0))
(2)m'(0) =0 (TOV=p/(0) =0 = 1/(0) = 0 = m/(0) = 0)

3. Lose Gl. furm, z.B. mittels Runge-Kutta-Methode
— m(r) — m{r) — ulr) — pr)

4. berechne\(r) gemale—> =1 — 2

T

5. Lose Gl. fury(r), Integrationskonstante folgt aus stetigelibergang zur auReren
Schwarzschild-Losung

e Bsp.: Relativistische Polytrope
1
p=Kuj, v=1+—=const, n>0
n
mit g := u — np: baryonische Massendichte,

K Polytropenkonstante; Polytropenexponent,: Polytropenindex
—  Neutronensterne werden gut modelliert mizwischen0,5 und 1

3.6 Die Buchdahl-Grenze im allgemeinen Fall

e Gleichungen fur kugelsymmetrische Sterne:

e—)\(r) - 1— 2m(/r) (10)
r
m(r) = 47?/,u(x)x2dx (11)
0
/ V,
po= —5utp) (12)
2
y o 1A8mprt 1 (13)
r—2m r

18



e Annahmey/(r) <0
e Stetigkeit von\ beir = ro: m(rg) = M

e Ersetzen vomw durchf(r) := e#, Eliminieren vonp in (12) mittels (13):

s () e )=

denn (partielle Integration)

T 4 T
m(r) = 47r/,u(x)x2dx = % prd — /,u/(x)xgdx
0 0
d /m m' 3m  dmu  3m 4w f , 3
dr <r3> ot r r4 rd /\M (/_/x)x r=
0 <0

¢ Integration von (14) vom bisry, Verwenden der Stetigkeit var beir = rq, d.h.

2M M
= 1 _ / = -
f(TO) To ) f (TO) T%\/@’
liefert \
r
ron/1 —2m/rg

e Integration von- = 0 bisr = r:

70

oM M
oy 1-2 oS [
To 7o 1 2m

0 r

e m/r® monoton fallend= m/r* > M/r}

e damit Abschatzen des Integranden

19
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4 Der sph arisch-symmetrische Gravitationskollaps

e Entwicklung eines kugelsymmetrischen Sternes:

— falls genug Masse abgestofRen werden kann
— weilRer Zwerg (1 < 1,46M, Chandrasekhar-Grenzeder Neutronenstern
(M <1,5...3Mp)

— ansonsten:
kein stabiler Endzustand als Stern (Druck kann Gravits@amziehung nicht kom-
pensieren)
Stern schrumpft unter seinen Schwarzschild-Radigs2) und weiter bis- = 0
— Gravitationskollaps zum schwarzen Loch

4.1 Linienelement und Energie-Impuls-Tensor

e kugelsymmetrisches Linienelement:
ds? = XD dp? 4 2 (d6? + sin? 0 dp?) — et 442

e einfaches Materiemodell: Staup € 0)

Tab — Muaub

= Staubteilchen bewegen sich entlang von Geodatischen
e Transformation auf mitbewegte Koordinaten:
(u®) = (u",0,0,u"), uuy =—1, Ugpu’® =0
= (Ugyp — ub;a)ub =0
= Uyp— U, =0 = u,=-T, T=7(11)
neue Koordinatenz®) = (p, 0, ¢, 7) mit p = p(r,t), 7 = 7(r, t), wobei
Pr= ae)‘ﬁt, pr = e’T,

(o = a(r, t): integrierender Faktor)
neue Vierergeschwindigkeit:

(@) = (0,0,0,1), (ug) = (0,0,0,—1)

neues Linienelement:

ds? = e*dp? + r(p, 7)(d6? + sin 0 dg?) — dr?
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4.2 Feldgleichungen

e Einstein-Gleichunge®} — 1 R6; = 8T mit 77 = —p, ansonstenl;* = 0

Bi-g = 5 -T2 ;=0
R} = %e_l <ir’—2r'>:
e LOsung:
0 (18):1':(:?' - el:c(p)rlzz:ﬁl;z(p), e=0,+1

(i) Einsetzen vor! in (15):
2rit + 72 = —e f%(p)

= 27 470 = (ri?) = —ei f2(p) = —[er f2(p)]

= P =—ef*(p)+ —Fip)
(iii) mit den Ausdriicken fue! undr?:
(16) ist identisch erfullt
(17) ergibt

(iv) Integration von? = —e f%(p) + @:

2r*2(p, )

e=0: T:To(p)im

e = £1: verwende neue Koordinatestattr: dn = idr
r

2
or _ .. 2
= (8_77) = f2’f’ ETr

~ Flp) _ F(p)
B 2f2(p)h *
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e Ergebnis: Allgemeine kugelsymmetrische Staublosung

£ (p)

Sy’

2 or\?  dp? 2 2 | gip? 2 2
ast = (50) =Ty + 70T +sin® 0) — e, p(p.)

Lemaitre-Tolman-Bondi-Metrik (1933,34,49)

freie Funktioneni(p), F'(p), 1o(p)

4.3 Oppenheimer-Snyder-Kollaps

e einfachstes Kollapsszenari@unabhangig vom

e wahle

81 - ~
f(o)=p, Flp)==5Mp" (M =const), 7(p)=0
M
= 7“(,0, 7-) - K(T)pa :U“(T) = KS(T)
mit
4 4 n—sinn, €=+1
T ~ ™ ~ 3
K(n) = th’(n% T=——Mh@n), hin)=q%F, e=0

sinhn —n, ¢=-1

dp?
1 —ep?

= ds? = K*(1) + p*(d#* 4 sin® 0 dp?) | — dr?

(fur p < po mit Sternradiug,; Aulenraum: Schwarzschild-Linienelement)

e Anmerkungen:

~ Schnittr = constant: 3-dim. Raum konstanter Krammu#ig(r) = 5

— Losung ist Teil des Friedmann-Kosmos — homogenes undoigesr kosmologi-
sches Modell

— Umfang des Sterng! = 27 K py
—  zeitabhangig
—  Kollaps oder Expansion
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87211 /3 n 0
— ¢ = —1, e = 0: Radius nimmt stetig ab

— ¢ = +1 (Zykloide): Stern expandiert, erreicht MaximalgroRe wmllabiert an-
schlieRend

— ,realistisches” Modellz = +1, Beginn beim Maximum (Stern anfanglich in Ru-
he), anschlieRend Kollaps
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Kruskal-Szekeres

Eddington-Finkelstein
Der Kollaps eines Sterns mit Anfangsradius\/, dargestellt in verschiedenen Koordinaten-

systemen.
[Aus Misner, Thorne and Wheeldggravitation Freeman and Company, New York, 2002]



